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LA METHODE DE PONTRYAGIN POUR LA 

CLASSIFICATION DES APPLICATIONS SUR UNE SPHERE. 

P a r Michel Kerva i r e (New York). 

n 
Soit f : X —> S une application d'une espace X s u r la sphère 

de dimension n. L a c l a s se d'homotopie de f est complètement c a r a c t é ­

r i s é e pa r la donnée de f s u r l ' image inve r se f (V) d'une voisinage a r ­

b i t r a i r emen t petit V C_ S . P lus p réc i sément , s i f, g sont deux appl i -
^ n - 1 - 1 

cations f, g : X —> S et si ft = g | avec U = f (V) = g (V), 
JU ' U 

a lors f et g sont homotopes. 
Démonst ra t ion . (Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie) 

On peut supposer que V est un disque (ouvert) plongé dans S . Soit 
n n 

a lors r : S —•> S une application de degré 1 qui est homéomorphe 
•$e n 

s u r V et envoie le complémenta i re de V su r un point a ^ S , 

Comme r est homotope à l ' identi té , on a r o f c= f et r o g ~ g. 

L e s hypothèses impliquent r o f = r o g. Q . E . D . 

La méthode de Pontryagin (Cf. Smooth manifolds and the i r appl ica­

tions in homotopy theory, Trudy Mat. Inst. im. Steklov 45, 1955) du t i ­

t r e est basée su r la ve r s ion ' inf ini tés imale ' de la r e m a r q u e c i -de s sus . 

Dans la sui te X s e r a une var ié té différentiable (c. à. d. C °°) com­

pacte (avec ou sans bord). Il es t commode de supposer que X est munie 

d'une mét r ique Riemannienne. Toute c l a s se d 'homotopie d 'applications 

X —^ S contient des applicat ions différentiables. On peut donc se l imi te r 

à cons idé re r ces d e r n i è r e s . Dans le cas où dim X < n, il n 'y a qu'une 

seule ca i s se d 'homotopie. Dans toute la sui te on supposera que dim X = 

= n + k > n. 

Soit f : X -~^> S une application différentiable. L ' idée de 
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Pontryagin est de caractér iser la classe d'homotopie de f par l'image 

inverse f (a) d'un point a £ S et la dérivée df de f le long de 

f (a). C'est effectivement possible pourvu que df soit "non dégénérée" 
-1 

sur f (a). 

Définition. On appelle point régulier x G X de l'application differentia­

t e f : X —> S un point où la dérivée df de f envoie le plan tan-
n 

gent à X en x sur le plan tangent à S en f(x). 
Définition. On appelle valeur régulière de f : X —> S un point 

n -1 
a ê S tel que f (a) soit vide ou ne contienne que des points réguliers. 

La classe d'homotopie d'une application dîfférentiable f : X •—> S 
est caractérisée par la donnée de l'image inverse f (a) d'une valeur 

n -1 
régulière a G S de f et de la dérivée de f le long de f (a). 

On remarque tout d'abord que si a e S est valeur régulière de 
f . x — > g } alors f (a) = M est une sous-variété de X 

Si X a un bord, M est (en général) une variété à bord, dont le 

bord est alors contenu dans le bord de X, 

Si de plus, on suppose que f I bX (restriction de f au bord de 
k 

X) admet également a comme valeur régulière, M rencontre le bord 

de X transversalement, i .e . le fibre normal à bM dans bX est la 

restriction à bM du fibre normal de M dans X. On remarque égale-
le 

ment que la donnée de la dérivée de f sur M , équivaut à la donnée 

d'une trivialisation W du fibre normal de M dans X. (En particulier 

l'image inverse d'une valeur régulière d'une application a toujours un fibre 

normal trivial, ) 

Pour obtenir iP on prend un n-repère fixe du plan tangent 

E = S en a. On observe que M , le plan tangent à M en x é M, 
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est exactement le noyau de df : T ^ E (T = plan tangent à X en 
X X 

x). Il s 'ensui t que df se r e s t r e i n t à un i somorph isme de N (le com­

plément orthogonal de M dans T ) su r E. L ' image inve r se .pa r df 
X X 

dans N du r e p è r e fixe choisi dans E fournit un champ de n - r e p è r e s 
X 

normaux à M dans X„ 
P o u r voir que M et df | M c a r a c t é r i s e la c lasse d'homotopie 

de f, on recons t ru i t une application f : X •—^ S à p a r t i r de la donnée 

de M C X et f*. 

L a construction de Pont ryagin-Thom. 
k ^ n+k 

Soit M une sous -va r i é t é de X avec champ de n - r e p è r e s 
normaux y . 

L e champ ^ fournit un difféomorphisme 

h : U — > M x D n 

d'une voisinage tubula i re (fermé) U de M s u r M x D . Soit 

r : D —> S une application te l le que r i int D soit un homéomor -

phisme s u r S n - a* et r(S ) = a* et soit T : M x D n — > D*1 la 

projection su r le deuxième facteur . 

On définira 

.n 
X — * S 

p a r le formules 

f j U = rTTh 

f(X - U) = a* 

Comme f(bU) = a* l 'application f est continue. (On peut la r e n d r e 
n n 

d i f f e r e n t i a t e pa r un choix convenable de r : D —•> S . ) 
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L 'ambiguï té dans la définition de f n'affecte pas sa c lasse d 'homotopie. 

On notera p(M, ^ ) toute application X —-> S obtenue pa r le p r o c é ­

dé c i -des sus , à pa r t i r de M ( X avec champ <p . 

Définition. Deux sous -va r i é t é s f e rmées (M , (P0 ) et (M , ^ ) avec 

champ de n - r e p è r e s normaux dans X seront dites <f -cobordantes s i , 

plongées respect ivement dans X x o et X x 1, el les cobordent dans 
k+1 

X * I une var ié té V qui r encon t re X / bl orthogonalement et 

qui est munie d'un champ (f de n - r e p è r e s normaus dont la r e s t r i c t i on 

à M. est f.(i = 0 ,1) . 
î ' î 

La var ié té X étant donnée, le ( / - c o b o r d i s m e dans X est une 
le n 

relat ion d'équivalence ent re les (M , (fi ). 
Théorème. La construction de Pont ryagin-Thom fournit une co r re spondan-

ce biunivoque entre les c lasses de tf - cobord i sme de k -va r i é t é s dans la 
n+k 

var ié té fe rmée X et les c lasses d'homotopie d 'applications 
n+k n 

XT — - > S . 
1) Si ( M , <f0 ) et (M , tf) sont ( / / -cobordantes, la con-

v k+1 n 
s t ruct ion de Pont ryagin-Thom appliquée à (V , (f ) fournit une appl i -

n > /j 

cation X x I ——>> S . C'est l 'homotopie cherchée en t re p(M , Y' ) 
0 

et p(M , rf ). 
2) Si f : X X I — > S est une homotopie en t re fn = p(M , ^ ) 

et f - p(M , (P), on peut r end re cette homotopie d i f f e r e n t i a t e (sans 

changer f o , f ). D ' ap rès le t héo rème de Sard (Bull. Amer . Math. S o c , 
48 (1942), 883-890), l ' ensemble des va leu r s r égu l i è res de f es t partout 

n 
dense dans S (X est supposée compacte) . Sans r e s t r e i n d r e la géné ra l i ­
té , on peut donc supposer que a = f (M0 ) = f..(M ) G S est va leur 

-1 ° k+1 l 1 

r égu l i è re de f 0 . La var ié té f (a) = V C X * I munie du champ 
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de n - r e p è r è s normaux évident, fournit le {-f - cobord isme en t re (M,, (fi ) 

et (M^ (f ) . 
n n 

3) Si a é S est va leur r égu l i è re de f : X ——p> S et si 
-1 k n 

f (a) = M avec le champ L^ obtenu plus haut, on a f ss p(M, <p ) . 
n 

L 'é tude des c lasses d'homotopie d 'applications X —̂> S , où 

X est va r i é t é différentiabie de dimension n + k se r amène donc à l ' é tu­

de du t f - c o b o r d i s m e de k - s o u s - v a r i é t é s de X muni de champs de 

n - r e p è r e s normaux,, Dans la sui te X = S , et k = 1 et 2. 

Le cas k = 1 et n > 3œ 

n+l n 
Dans le cas d'une application f : S »«~~> S , l ' image inver -

1 
se d'une va leur r égu l i è re est une va r i é t é f e rmée M , de dimension 1, 

n+l 
donc une réunion dsjointe de ce rc les plongés dans S 

1 
Comme on l 'a vu au pa ragraphe précédent , M est munie d'un 

,,n 
champ <f de n - r e p è r e s normaux. 

1 n+l n 

On peut r e g a r d e r M comme plongée dans R , et (f dé ­

finit une application 
to : M1 — > V ,, = SO , 1 . 

n + l , n n+l 

On dés ignera également pa r tO é Z le r e s t e mod 2 qui c o r r e -
1 

spond à la c l a s se d 'homotopie de l 'application ^ : M —--$ SO ... 

Soit \) le nombre de composantes connexes de M . On pose 

h(f) = ^ + S) é Z . 

L e m m e . Le nombre h (f) ne dépend que de la c lasse d 'homotopie de f. 

En effect si (M 0 , (-fc) et (M , iû ) sont (p -cobordantes 

il exis te une surface V à bord, plongée dans R * I avec champ 
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(0 de n - r e p è r e s normaux, et qui r encon t re R x (i) orthogonale -

ment en M. (i = 0,1) . D é p l u s f n [ M. = fn. 

Si l'on adjoint à (fi. la no rma le à M. dans V ( in té r ieure pour 

i = 0 , ex té r i eure pour i = 1) on obtient des champs Wx. qui four­

nissent des applications 

O * . : M. —3> V , . ,. = SO. , . . 
i i n+2,n+i n+2 

Les r e s t e s modulo 2 représen tan t c/>\ sont uJD et cJ) . . 

D 'au t re par t , comme ^ . est étendu s u r V pa r hypothèse, on a 

\ 
UP^ + -U3 = E (V) 

où E (V) est la ca rac té r i s t ique d 'Euler de V. Comme V est une 

surface or ientable avec \) + \) t r o u s , on a 

E (V) = \)0 + V mod 2. 

Donc 

H + NX = O , + \) i mod 2, v 1 1 
c. q. f. d. 

On voit facilment que l 'application 

h : ^ n + l <S"> - > Z 2 

que l'on vient de définir es t un homomorphisme. 

h est surjectif. 

Soit S C R c R le plongement s tandard du ce rc l e , muni 

de son champ t£ de n - r e p è r e s normaux ( Lp est formé de la n o r m a -
1 2 2 

le à S dans R suivie d'une base du complémenta i re orthogonal de R 
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dans R ). En tordant (P9 par une application o( : S — > SO 

îi rep 

f1: 
qui représente le générateur de IT.. (SO ) , on obtient un nouveau champ 

f (z) = o^(z) (f* (z) . 

Comme l'application S —£> SO ., donnée par ^ est l'élé­

ment non-nul de H (SO ) = Z â , on a 

h (S1 , ( p U ) = tO + V = 0 + 1 = 1 . 

h est injectif. 

Soit M C R une réunion disjointe de cercles plongé avec 

champ (f de n-repères normaux, et supposons que h (M , (f ) - 0. 

Soient M 1 , . . . . , M les composantes de M . On peut plonger une sphè­

re à \) trous V dans R dont le bord sera M C R , qui ren­

contre R orthogonalement, et située d'un seul coté, de R dans 

R n + 2 . 
1 r» 

Démontrer que (M , (f ) fournit une application homotope à une 

application constante par la construction de Pontryagin-Thom c'est dé mon-

trer.que Cp peut-être étendu sur V (comme champ de n-repères nor­

maux). On complète V en une sphère S plongée dans R en col­

lant les 2-disques plongés D. dont le bord est M., situés de l'autre co­

té de R que V et encontrant R orthogonalement. S a dans 
n+2 

R un fibre normal trivial. Donc la seule obstruction (en dimension 2) 
pour étendre (f sur V est égale à la somme (sur i) des obstruc­
tions J( . pour étendre (9. = (PlM. comme champ de n-repères nor­
maux sur D.. 

i 
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Un calcul immédiat montre que % . = UO. + 1 où uJ>. r e p r é ­

sente CDlM.. L 'hypothèse h (M, (f ) = 0 ent ra îne X ^- = 0> d'où 

la conclusion. 

Le cas k = 2. 

2 
Soit M une surface fe rmée or ientable (non nécessa i r emen t con­

nexe), plongée dans R avec un champ (y de r e p è r e s normaux. 
2 n 

On va a s s o c i e r à (M , (P ) une forme quadrat ique 

Q : H 1 (M2; Z 2 ) —i> Z 2 . 

2 
Soit X £ H1 (M ; Z ) et C une courbe (pas néces sa i r emen t con 

nexe) représen tan t x. 

C est une immers ion régu l iè re de \> ce rc l e s disjoints S , . . . , Sv. 
p r» 

dans M . Si, pour tout x 6 S., i = 1, . , . , V , on adjoint à (f> (Cx) 

la normale à CS. en x, on obtient une application 

1 y n+2,n+l n+2 

qui dé te rmine un élément de H„ (SO , n) C: Zn. 
1 n+2 2 

On notera également u? le r e s t e mod 2 représen tan t cet é lément . 

On définit 
Q ( C ) = W + ^ + > d , 

où 0" est le nombre de points de se l f - in te rsec t ion de C. 
2 

Si C1 et C9 sont deux courbes su r M , on a immédiatement 

( * ) Q (Cx + C2) = Q (Ct) + Q (C2) + C 1 # C 2 , 
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ou C. +• C0 a l ' in terpré ta t ion évidente, et C1 . C 0 est l ' in tersec t ion 

des c lasses d'homotopie mod 2 r e p r é s e n t é e s pa r C. et C . 

L e m m e : Si C, ^ CL mod 2, a lo r s 
1 2 

Q ( C ^ = Q (C2) . 

2 
Autrement dit, Q est bien une fonction s u r H (M ; Z0)3 à va leu r s dans 
Z , sat isfaisant 

Q (x + y) = Q (x) + Q (y) + x. y , 

où x. y est l ' in tersect ion des c l a s ses x et y. 

Démonstra t ion : On r e m a r q u e tout d 'abord qu ' i l es t suffisant de démon t r e r 

le l emme sous l 'hypothèse C. ^ CL (en tant que cycles à coefficients en­

t i e r s ) . 

En effet, s i Q r-* CL mod 2, il exis te une courbe C te l le que 
J_ Ci 

CL / v ' C t + 2C. L'équation (-X ) c i -dessus implique 

Q (Cj + 2C) = Q (Cx) mod 2 , 

et par sui te , Q (C9) = Q (C. + 2C) en t ra îne ra la conclusion. 

Si C1 ^' CL, on a C . C = 0. En ve r tu de la formule ( * ), 
1 Ci L Ci 

il est donc suffisant de démont re r que C — 0 implique Q (C) = 0 . 

Si C --' 0, on peut, pa r un nombre fini d 'opérat ions de la forme 

= $ > 
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remplacer C par C' ^ C telle que C1 n'a plus de point double. On 

remarque que le passage de C à C ne change pas te et change G~ 

et \) d'une unité. L'expression u + G~ + S) reste donc inchangée. 

Finalement, il suffit de démontrer que si C est un système de courbes 
2 M 

simples sur la surface M , et si C ^ 0, alors Q (C) = wo + \J = o. 
2 2 

Or, dans ce cas, C borde une surface à bord V (région de M ) et 
V est munie d'un champ de repères normaux (f dans R . D'autre 
part Q (C) est précisément la valeur de h (C, *f ) du cas k = 1. 
En vertu des résultats pour k = 1 on a Q (C) = 0. 

L'invariant d'Arf d'une forme quadratique. 

Soit H un espace vectoriel sur Z, et Q : H --•-> Z une 

forme quadratique (relative a une forme alternée bilinéaire non-dégénérée 

H <& H — ~$> Z ? notée x. y). L'application Q satisfait donc à 

Q (x+y) = Q (x) f Q (y) + x. y 

On sait que l'existence de la forme alternée bilinéaire non-dégénérée 

implique la parité de dim H. 

Définition. On appelle base symplectique de H une base vectorielle 

u . , . . . , u , v . , . . . , v telle que u. . u. = v. . v, = 0 et 1 m . 1 m î j î . j 
u. . v. = u . . pour tout i, j = 1 , . . . , m. 1 J ij 

On convient que la base vide est symplectique. 
Lemme. H admet toujours une base symplectique. 

(La démonstration est élémentaire). 

Définition. Soit u „ , . . . , u , v . , . . . , v une base symplectique. '• 1 m l m 
L'expression „ 

C (Q) = Z l Q (u.) Q (v ) 
i=l l x 
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est appelée invariant d'Arf de Q. 

Lemme, C(Q) ne dépend que de Q (et en par t icu l ie r ne dépend pas de la base 

symplectique choisie pour le ca lculer) . 

(La démonstra t ion est dans Bourbaki). 

Définition. Soit (M2 , (^)n) dans R n + 2 et Q : H (M2; Z ) > Z 

la forme quadratique assoc iée . La s ignature de (M , W ) est par défini­

tion l ' invar iant de Q . 
2 r n 

Lemme. La s ignature de (M , p̂ ) est un invariant de la c l a s se de (0 -

cobordisme. 

Il 
n+3 

est suffisant de démont re r que s i (M. , ^ 0 ) es"t I e bord de 

V C R avec champ ^0 , a lo r s la s ignature de (M , y ) es t nulle. 

(M C R , la var ié té V si tuée d'une coté de R dans R et r e n ­

contrant R orthogonalement suivant M ). 
3 2 

On prend sur V une fonction o(, dont M est surface de niveau, 

et dont les points cr i t iques sont non-dégénérés . Si a £. R est valeur r égu ­

l i è re de oC , l ' image inverse °^ (a) est une surface M plongée dans 
q | q ^ 

V . On adjoint à y I M la normale à M dans V (correspondant par 
a a 

exemple à la direct ion posit ive sur R). Pour chaque var ié té M , la s igna­

ture est définie. Il est évident que M et M ont même s ignature s i l ' i n t e r ­

valle (a, b) ne contient que des va leurs r égu l i è r e s de la fonction oC . Pour 
2 n 

démontrer que (M , ^p ) a une s ignature nulle, il suffit de voir que la s i ­

gnature de M ne change pas quand on t r a v e r s e une valeur cr i t ique (non r é ­

gulière) de oC . On peut supposer qu'il n 'y a qu'un point cr i t ique de cL pour 

chaque valeur cr i t ique. 
Cas . 1 . Si c est va leur cr i t ique correspondant à un point cr i t ique 

d'index 0 ou 3, M et M diffèrent par une sphere disjoin-c-£ c+£. 
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te. Leurs signatures sont donc égales. 

Cas 2» Si c est valeur critique pour un point critique d'index 

1 on 2, l'une des variétés M , on M , , est obtenue à part ir de 
c - i c +t 

l 'autre en collant un tube. Si le tube est collé à deux composantes distinctes, 

les signatures des deux variétés sont encore trivialement égales. 

Si le tube est collé à une seule compos antes, il faut ajouter deux élé­

ments u, v à la base symplectique, u est représenté par un parallèle 

du tube qui se ferme en une courbe sur la variété, v est représenté par 

un méridien du tube, On ignore Q (u), mais Q (v) est nécessairement 

nul car le représentant de v est isotope à une courbe homologue à zero de 

la variété originale. 

Dans tous les cas la signature de la variété reste inchangée à la t r a ­

versée d'une valeur critique. 
On obtient donc une application 

Trn+2(sn) - > z 2 

qui est évidemment un homomorphisme. 
2 nH~2 n 

Surjectivité. On construit une surface M C R avec champ (f 
de repères normaux dont la signature est 1 é- Z de la façon suivante: 

On prend M = S / S C R C H et l'on munit M du n-champ 
1 1 

normal canonique (A ( Cfo consiste en la normale à S X S dans 

R suivi d'une base de R / R ) . Soit d. : S —> SO un repré -
1 n 1 

sentant du générateur de TT (SO ). On définit \i : S X S —^ SOn 

par [5 (x, y) = A (x); ?( (y) où le point désigne la multiplication dans 

SO . Le champ (P est obtenu à part ir de tf0 en 'tordant' par l 'ap­

plication |3 : 
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Les cycles ( = S X ( -* ) et /J/ = ( x ) X S forment une base sym 
2 

plectique de H (M ; Z ) et Q ( f ) = Q (<y ) = 1. Donc 

C (M2 , (fn) = 1. 

Pou r l ' injectivité, Pontryagin fait appel à un argument s imple de 

théor ie de l 'homotopie d ' après lequel IT - (S ) ne peut avoir plus de 

2 é léments : 
. O —i l 1

 Y\ ' 

Comme la suspension "TT (S ) —"^ *' (S ) est sur jeç t ive , 
" n 2 

TT „ (S ) n ' a pas plus d 'é lément que IT (S ). D 'au t re par t 

T4 (s2) ^ ir (s3) cz z . 


