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INVARIANTS DES PAIRES D'ESPACES.

APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE.

J. Cerf (Nancy)

Introduction. Soit V une variété compacte de classe C(b; le grou-

pe de tous les difféomorphismes de V est muni naturellement de deux to-
pologies: la topologie Cm, ou topologie de la convergence uniforme des dé-
rivées de tout ordre 7 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G);
et la topologie c® , ou topologie de la convergence uhiforme (muni de cet-
te topologie, qui est moins fine que la précédente, on note ce groupe G').
Lorsque G a un bord, le groupe qu'on considére est celui des difféomorphi
smes qui sont tangents d'ordre infini & 1'application identique le long du bord.
Prenons l'exemple V = p" (disque fermé de dimension n). La

classique rétraction d'Alexander montre que G' est contractile; donc

TI'; (G') = 0 pour tout i} 0. Par contre, on sait depuis Milnor qu'en

général ‘Tfa (G) n'est pas nul; toutefois la rétraction d'Alexander montre

que tout i-lacet de G est homotope & un i-lacet arbitrairement petit au sens

de G'; dans ce cas les groupes /\ i ("groupes d'homotopie locaux'), qu'on
définira, sont canoniquement isomorphes aux groupes TTi (G). Ceci est du
évidemment au fait que Dn est contractile; en général, on obtient une suite
exacte reliant les groupes )\ Y les groupes Tl'l (G), et certains groupes
i\Ai qu'on définit: dans certains cas, ces groupes }Vi s'identifient aux

groupes Ti (G").

Dans une premiére partie (n. S 1, 2 et 3), on fait uné étude, d'un ca
ractére général, des groupes /\ ; et }‘w i on établit notamment le théore
me d'isomorphisme entre les groupes \\'\i et les groupes d'homotopie fai-

bles pour les espaces ''presque localement connexes en toute dimension''.
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Dans une second partie (n, 4), on applique ces résultats & certains
espaces de difféomorphismes; on cherche d'une part & obtenir des renseigne-
ments sur leurs groupes ,Wi’ et d'autre part & montrer que ce:s espaces
sont ""presque localement connexes', de sorte que, d'aprés la premiére par- |,
tie, leurs groupes I\Ai s'identifient & leurs groupes d'homotopie faibles.
1. Définition et premiéres propriétés de groupes \ i et ;.

_ i
On appellera espace bitopologique (E', E) un espace muni de deux

topologies telles que celle de E (dite ''topologie forte') soit plus fine que
celle de E' (dite "topologie faible').

On appellera paire topologique un couple (A, B) d'espaces topologi-

ques, tel que B s'identifie & une partie de A, munie d'une topologie plus
f_1£1_e___ que celle induite par A. A la paire (A, B’) est canoniquement asso-
cié un espace bitopologique, qu'on note (B', B). (B' s'identifieda B com
me ensemble et sa topologie est celle induite par A).

Soit (E', E) un espace bitopologique; un chemin presque continu

dans (E', E) est une application X : [O, 1] —> E, faiblement conti-
nue sur [O, 1] , fortement continue sur ]0, 1] . On note 21 (E', E)

~

(ou, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, 2. (E), ou m€me 2 ) le

space des chemins'presque continus dans (E', E), muni de la topologie sui-

vante: la topologie borne supérieure de la topologie de la convergence unifor-

me des applications LO, 1] —> E', etdela topologie de la convergence uni
forme sur tout compact des applications ]0, 1] —> H.

Soient x et y deux points de E; on utilisera les sous-espaces

suivants de 2

“~r

ix (chemins d'origine x)
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(chemins d'origine x et d'extrémité y)

sera noté {2 X (espace des lacets presque continus

d'origine x)

On convient de noter encore x 1le chemin constant en x.

1
Définitions. ) On pose:

1) Pourtout i3> 0 : 'Tl"i ( > L (ELE)x) = A . (E', Ex)
(i-éme groupe d'homotopie local de (E', E) au point x).
2) Pourtout i 21 : -Tri—l ( .Q < (BE', 'E);x) = /""i (BE', E;x)

(i-éme groupe d'homotopie mixte de (E', E) au point x).

Propriétées - ( (E', E) désigne un espace bitopologique et x un

point de E)

1) Caractére local des A ; Soit (V', V) un voisinage faible de x;

par homothétie, tout compact K de Z.X (E', E) se rétracte dans
- o v

Zx (V', V), de facon que K [\ ZX (V', V) reste dans SX' (vr, v);
donc 1'application canonique: T ; ( > « (V', V);x) —> Tri ( 2 < (E', E);x)

est un isomorphisme; d'ol l'isomorphisme:

>\ (V'L Vi x) PEEN /»\i (B', E; x).

Donc plus généralement: soit (U', U) un autre voisinage faible de x;

AV, V; x) et )\i (U', U; x) sont canoniquement isomorphes.

[

2) Soit F une partie ouverte et fermée de E (autrement dit, fortement

ouverte et fermée), et soit x & F. Alors, pour tout i > 1, >\i(F', F; x)

(resp. }h ; (F', F; x)) s'identifie canoniquement a )\i (E', E; x)

1)

Je dois & M, B. Morin de m'avoir signalé que les définitions données en
{_2] pouvaient ®tre mises sous cette forme trés maniable,
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(resp. rki (E', E);x)).
(En effet, pour i3> 1, un '"i-lacet local" et un "i-lacet mixte' ont
des images fortement connexes).

3 ) La suite exacte et la suite exacte complétée.

Le lemme suivant se démontre exactement comme un lemme (bien connu)

de Serre:
Lemme. L'application canonique Zx (B', E; x) —> E (qui & tout che-
min presque contenu d'origine x associe son extrémité) est une fibration

de Serre, de fibre -O.X (E', E; x). (On notera que cette fibration n'est pas

surjective en général. )

La suite exacte d'homotopie de ce fibré donne immédiatement la suite

exacte:
m, . o = A ELER) DT (Ex) —> e (B Eix) >
-'""‘>>‘i | (BLEx) —> e =D fil(E',E;X) —> A(E',E;x) —> T_(E;x)
Définition de ﬁ"w (E',E;x). La relation "il existe un chemin pre-
sque continu d'origine y et d'extrémité y' ' n'est pas en général une re

lation d'équivalence entre points y et y' de E; lorsque c'est une rela-
‘tion d'équivalence, on peut définir /V'a (E',E;x): c'est 1'ensemble pointé quo
tient de E (pointé en x) par cette relation d'équivalence. Alors la sui-
te exacte (1) se prolonge naturellement comme suit:
() ... S ELER SAELER) > T, (Bix) —
———-D[%(E', E;X) = 0 /,
Exemple. La condition ci-dessus est remplie dans le cas d'un grou-

pe bitopologique (G',G). En effet, si & est un chemin presque continu

diorigine y et d'extrémité y', alors y'. 5-1. y est un chemin pre-
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sque continu d'origine y' ' et d'extrémité y. Etsi X' est un chemin
presque continu d'origine y' et d'extrémité y'", alors (- y"l. )(
est un chemin presque continu d'origine y et d'extrémité y'.

Un autre exemple sera donné plus loin ‘(20 du théoréme 3).

4 ) Chemins presque continus dans les espaces de lacets mixtes.

Outre la topologie dont on a. muni 'Qx’ considérons sur le me&me espace

la topologie faible _O.‘X (celle de la convergence uniforme des applica-
~ .

tions [0, 1] —> E', qui, par définition de _.O. <’ « est moins fine que

-~

1 ).

X o~
Soit A& ﬂx; supposons qu'il existe un chemin presque continu
dans ( _{ 2 'X, ﬂx), d'origine x, d'extrémité A ; autrement dit,

2
qu'il existe une application (Y : I —> E, faiblement continue, fortement

continue pour t > 0, telle que:

yeaxdohy u (drxn)=4x
(}/(’C, 1) = o (t) pour tout t ¢ I

Soit LP 1'application I2 S 12 défini par:

(1 - 2u (1-t),t) pour 0 £ u ¢ 5
L{)(t,u) =
(t, 2t (1-u) + 2u - 1) pour % fu <1

Alors X o (P définit un chemin continu dans ﬂ < d'origine x,
d'extrémité oA . Comme, pour i > 1, un i-lacet mixte s'identifie &
un 1-lacet dans un espace de (i-1)-lacets, on peut énoncer:

Soit 1 > 1; soit A un i-lacet mixte d'origine x dans (E',E).
Pour que ol soit homotope & 0, il suffit qu'il existe un chemin presque

continu d'origine x, d'extrémité A . Soit en plus &’ un tel chemin;
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N

il existe une homotopie de X & x ayant m€me image dans E que J/

Application: groupes /’Li des espaces presque contractiles.

Définition. Soit (E',E) un espace bitopologique; soit x € E.

On dit que (E',E) est presque contractile sur x s'il existe une applica-

tion h : E X I —> E, faiblement continue (i.e.,continue de E' x I

dans E'), fortement continue sur E x J 0, 1] , et telle que:

h(y,0 =y et hiy 1) = x pour tout y & E.

I1 est immédiat, compte tenu de ce qui précéde, que si (E‘,E) est

presque contractile sur x, alors ]‘ﬂi (E'",E;x) = 0 pourtout i >1
i PR

(et m€me pout tout i 2 0, si Mo existe).

Exemples.
1.‘ L'espace’ ix (E',E) est presque contractile sur le chemin
_ constant x, '

2. Le groupe (G',G) relatif a la boule (cf. Introduction) est pre-
sque contractile sur son élément neutre (donc sur chacun de ses points).

3. Soit § 1la demi-boule fermée nord de D°; soit (P',P) l'e-
space bitopologique des plongements Cm de 6 dans Dn qui sont
'Coo- tangents a 1'identité en tout point de 6) N Sn_l; (P',P) est presque
contractile sur chacun de ses points; dont tous ses /"L i sont nuls; mais
tous les Ti (P) sont nuls aussi (cf. [1] , II, 4.2.2); donc, d'aprés la
suite exacte (1'), ses groupes d'homotopie locaux sont tous nuls. l

4. Sila topologie de E' est grossiére, alors (E',E) est pre.-
sque contractile sur chacun des ses points. Les composantes connexes for-

tes des espaces de jets des espaces des plongements, munis de la topologie

quotient de la bitopologie (CY,C%), sont de ce type; (ceci est une généra-
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lisation de [1] , appendice au chapitre III).

5) Lacets forts qui sont homotopes & zero en tant que lacets mixtes.

Par un procédé treés analogue a celui utilisé ci-dessus (propriété 4° ) on
montre: Soit 1 22 1; soit H° un i-lacet d'origine x dans E (autre-
ment dit, un i-lacet fort). Si A est homotope & 0 en tant que lacet
mixte de (E',E), alors « est extrémité d'un chemin presque continu
d'origine x dans l'espace des i-lacets de E. Soit en plus J une ho-
motopie de A a o (en tant que lacet mixte) alors il existe un tel che-

. . ~ .
min presque continu ayant meme image dans E que d/ .

2. Le théoréme d'isomorphisme pour les paires presque n-localement

connexes,

Préliminaires: paires n-localement connexes: théoréme d'isomor-
phisme.

Notations. Soit A un espace topologique; on notera Zn (A)
: (4

l'espace des n-cubes'singuliers & valeurs dans A, et Zn (A) l'espace
{
des applications continues du bord z) In de Ir1 dans A.

Définition 1. Soit (f,g) : (A,B) — (C,D) un morphisme de

paires topologiques. Soit x & A; on dit que (f,g) est faiblement ouverte

en x sipour tout voisinage U de x dans A il existe un voisinage
V de f(x) dans C telque g(UN B)D V(] D.

Définition 2, Soit f : A —> C une application continue. On

appelle relevée de f et on note S’l (f) (ou simplement 3’ (f) ) l'appli-

cation (canoniquement definie par f):
Zl Ay —> = fl (C), ou Zl}_ (C) est le sous-espace de

21 (C) x A x A formé des triples ( }( x,y) tels que 2[0 = f (x)
et K1 = f (y).
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Pour un morphisme (f,g) de paires topologiques, le relevé Sl(f, g)

est par définition ( ?1 (f), gl (g) )

On note S’z (f) 1le relevé de ° S’l (f), etec.
Définition 3. Soit (f,g) : (A,B) —> (C,D) un morphisme de

paires topologiques. Soit x & A; sile n-&me relevé S’n (f,g) est fai-

blement ouvert en x, on dit que (f,g) est n-localement connexe (n-l.c.)

en X,
| Exemples. Soit (f,g) le morphisme (A,B) — (0, 0), ou 0
est un espace ayant un seul point (évidemment, (f, g) est bien déterminé
par la donnée de (A,B) et de 0). Sbit x € A; dire que (f,g) est fai-
blement ouverte en x, c'est dire que B est densedans A en x, au-
trement dit que x € B.
Le relevé S’l (f,g) estle morphisme ( 2 1(A), ZI(B)) >
—> ( i l(A), il(B)) canoniquement défini par f; et plus générralement
gn (f,g) estle morphisme ( X7(4), Z"(B)) — ( s"(a), g.n(B))
canoniquement défini par f, La n-locale connexionde (f,g) en x équi
vaut donc bien 4 la n-locale connexionde (A,B) en x, au sens ou elle a
été définie en [1] , p. 344
/ Lemme. Soit (f,g) : (A,B) —> (C,D) un morphisme de paires
métrisables. Si (f,g) et gl (f,g) sont ouvertes en tout point de Aj
alors S’l' (f,g) est ouverte en tout point de Zl (A). ‘
Ce lemme généralise 4 1a foisle 1) etle 2) dulemme 2 de [1],
p. 345; sa démonstration est trés analogue & celle du' 1 ) de ce lemme.

Application, Soit comme plus haut le morphisme (f, g):(A, B)->(0, 0)

défini par (A,B). Si B estdensedans A, etsi (A,B) est n-l c.

pour tout n 7 0, cela signifie que S3n (f,g) est faiblement ouverte sur
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A pour tout n> 0. On en déduit, par une suite d'applications dél lemme

S n

ci-dessus, que (f, g) est faiblement ouverte sur 2. 1(A) pour tout

nz= 1. Par récurrence sur l'entier n', on en déduit SJn(f, g) est faible-
!
ment ouverte sur Zn"(A), pour tout n' = 0 et pour tout n > n'.

+1
En particulier, pour tout n, S’n (f,g) et gn 1 (

f,g) sont
faiblement ouvertes sur Zn (A). On en déduit facilement (laz"\démonstra—
tion est analogue a celle du lemme 1 de [1] , p. 345) que tout élément A

de S"

chemin continu, au cours duquel le bord de  reste fixe, et qui aboutit

(A) dont le bord est un élément de Zn (B) est origine d'un

a4 un élément de Zn (B). On a donc le résultat suivant (plus fort que ce-
lui de la proposition 1- de [1] , P. 345, en ce que l'hypothése 3 de cette
derniére est superflue):

Théoréme 1. Soit (A,B) une paire métrisable; si B est dense

dans A, etsi (A,B) est n-l.c. pourtout n 2 0, alors, pour tout

x € B, 1'application canonique.

Tn (B;x) — T (A;x)

n
est un isomorphisme pour tout. n 2 0.

Paires presque n-locagement connexes. Théoréme d'isomorphi-

sme.

Définition. Soit (A,B) une paire topologique, et soit x € A, On

dit que (A,B) est presque localement connexe par arcs (p.l.c.a.) en x,

ou encore presque 0-localement connexe en x, si pour tout voisinage U

de x dans A, il existe un voisinage V de x dans A tel que pour
tout couple (y,z) de points de (V /N B) il existe dans U N B un che -~
min presque continu d'origine y et d'extrémité z.

Pour n 7 1, on dit que (A,B) est presque n-localement conne-




- 10 -
J. Cerf

xe (p.n-l.c.) en x sipour tout voisinage U de x dans A, il exi-
ste un voisinage V de x dans A tel que tout n-lacet mixte de V/) B
soit homotope & 0 (avec .origine fixe) dans U [\ B.

Remarques., 1) Sauf pour lecas n = 0, le n-locale connexion

n'entraine pas la presque n-locale connexion. ~
2) Pour n 7 1, si (A,B) est p.n-l.c. en x, alors _/2 <
est (n-1)-l.c. en x. La réciproque n'est pas exacte en toute généralité;

mais elle est vraie en particulier lorsque (A,B) est un espace bitopologi-

que homogene.

3) Si un espace bitopologique (E',E) est presque contractile sur
un de ses points x, alors il est p.n-l.c. en x pourtout n 2 0. (C'est
une conséquence de la propriété 4 du n°1 ).

Lemme. Soit (A,B) une paire métrisable.

~

1) Soit Sl (f, g) 1'application canonique:
( =ta), Sle) —= ( =ha), =lm)

Si B estdenseet p.l.c,a. dans A, alors - S’l (f, g) est faiblement

ouverte,
2) Si (A,B) est p.n-l.c. et p.(ntl)-l.c., alors ( 1 (f, g)

est n-1. c.

o~

Corollaire. 1) Sous les hypothéses du 1), > 1 (B) est dense
dans Zl (A); pour tout x & B, Zi (B) est dense dans Zx (A),

~\

et Jlx (B) ‘est dense dans -QX (A).
2 ) Sous les hypothéses du 2 ), S 1(B) est n-1.c. dans 2 1(A);

pour tout x € B, Zi(B) est n-1.c. dans Z_X(A), et .,Q-X (B)

est n-1.c¢. dans ._QX(A).
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Principe de la démonstration du lemme. 10) Soit & approcher un

élément o/ de L 1 (A) par un chemin presque continu /f d'origine
x (proche de A, au sens faible) et d'extrémité y (proche de ¢
au sens faible). On construit une suite finie x = x, Xl’ XZ’ ..... ,X =,
telle que deux x; consécutifs soient proches l'un de l'autre, et que, pour

tout i, X, soit proche de O(i/p (tout ceci au sens faible). On joint

kN

X, & x parun petit chemin presque continu; sur ce chemin on choisit en-

suite x'l, arbitrairement voisin de xl;

un petit chemin presque continu, et ainsi de suite.

puis on joint X, a X'l par
2°) La démonstration est analogue & celle du 1°); elle utilise la pro
priété 5° du n®1.

Application. Soit (A,B) wune paire métrisable; si B est dense

dans A, et sipourtout n 2 0, (A,B) est p.n-l.c., alors, d'apres le

corollaire ci-dessus, pour tout x & B, -0-X (B) est dense et n-l1,c. dans

L

ﬂx (A) pour tout n 2 0. Donc d'aprés le théoréme 1, Tn( _QX(B);x)

est canoniquement isomorphe a Tn( fZX(A);x) pour tout n 2 0. D'au-

"8tre joints par un che-

tre part la relation (entre couple de points de B)
min presque continu'' s'identifie d'aprés le 19) du corollaire & la relation
'"8tre joints par un chemin faiblement continu''. Donc:

Théoréme 2. Soit (A,B) une paire métrisable. Si B est den-

se dans A, et si, pour tout nz 0, (A,B) est presque n-localement con

nexe en tout point de A, alors l'homomorphisme canonique:

!V N (B', B; x) —> Tn (A x)

est un isomorphisme pour tout n » 0, et pour tout x & B.

Corollaire. Sous les hypothéses du théoréme, 1'homomorphisme ca-
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| nonique "ITn (B'; x) ——> 7Tn (A, x) est un isomorphisme pour tout n 2 0.

3. Propriétés relatives aux fibrations.

On s'intéresse aux types suivants de fibrés bitopologiques :

a) les espaces homogénes bitopologiques: (B', B) = (G', G)/(H', H),

ot H' estun sous- groupe fermé de G' (et par conséquent, H un
sous-groupe fermé de Q).

b) les paires d'espaces homogénes bitopologiques d'un mé€me grou-

pe: H' et K' sont deux sous-groupes fermés de G' tels que
K' ¢ H' C G', et on considére la fibration de (G',G)/(K',K) sur
(G',G)/(H',H) de fibre (H',H)/(K',K).

Pour les propriétés dont on aura besoin, le cas vb) se rameéne sans
difficulté au cas a), .auquel on se bornera dans la suite:

Les fibrés qu'on considére sont ''fortement de Serre''; le plus sou-
~vent, il s'agit meme de fibrés ''fortement localement triviaux'. (Cette der-
niere condition est remplie dans le cas des espaces de plongements, cf. [1_7 s
p. 294, corollaire 2).

Si (B',B) est un espace homogéne bitopologique, fortement locale-
ment trivial, alors Zn (G) est fibré localement trivial sur Zn (B),
qui s'identifie & 1'espace homogene > n (G)/ Zn (H). Par contre, si on
note Z'n‘(G) 1'espace Zn(G) muni de la topologie faible, c'est-a-di-
re celle induite par 2 n (G'), alors Z'n (B) ne s'identifie pas on gé-
néral au quotient Z'n (G)/ Z:'n (H); pour qu'il en soit ainsi, il faut et
il suffit évidemment que 1'application canonique Z’n (G) — > n (B)

soit ouverte; on dit alors que la fibration ''reléve les petits cubes'' (cf. [1] ,

p. 353). Une autre propriété qui nous intéresse ici est le ''relévement des

chemins presque continus''. Or le critére donné en [1] , p. 355, prop. 2,
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pour le relévement des petits cubes, est aussi valable pour le relevement
des chemins presque continus (il suffit de compléter trés légérement la dé
monstration). De facon précise, on a le:

Lemme. Soit (B',B) = (G',G)/(H',H) un espace homogéne bitopo-
logique, métrisable, et tel que (H',H) soit presque localement connexe
par arcs. Alors:

1) Sicette fibration est fortement de Serre, elle reléve les chemins

presque continus.

2 ) Sielle est fortement localement triviale, elle reléve les petits

n-cubes pour tout n 7 0.

1
Corollaire. Sous les hypothéses du 2%y, Z n (B), Zn (B))

s'identifie (pour tout. n 3 0) & l'espace homogéne.

1 1
( 2 n (G), =n (G))/( 2 n H), =2 n (H) ); en plus, la fibration corre-
spondante est fortement localement triviale, de fibre presque localement

connexe par arcs, de sorte qu'elle reléve les chemins presque continus.

De ce lemme et de son corollaire on déduit le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soit ‘(B',B) = (G',G)/(H',H) un espace homogeéne bi-

topologique, métrisable, fortement localement trivial, et tel que (H', H)

soit p.l.c.a. en e,

c . . . .
1") 11 existe une suite exacte d'homomorphismes canoniques:

(2) ... —é}\n(H',H;e) —_— )\n(G',G;e) - }\ n(B',B;e) —

—_ }\n__l(H',H;e) —_ . v-—‘>)\v(G‘,G;e) —_— Ao (B’,B;e) > 0

2) _/U‘O(B', B;e) existe, et on a une suite exacte d'homomorphi-

smes canoniques:
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(8) ... —>f (H He) —D K (G.Ge) —> M(B',Be) —>
—p /L;l—l(H"H';e) — PN — /t‘,(G"G;e)‘—"’D /"»‘,,(B',B;e) _ 0

f1es

'3) Si (G'.,G) et (H',H) vérifient la condition "'€tre presque

n-localement connexe pour tout n 2‘0f', il en est de méme de (B', B).

Méme résultat en permutant les réles de (G',G) et (B',B).

Démonstration. 1) Considérons la fibration canonique:

la g N

(4) D.e(G',G) LD Z(B',B), de-fibre ZG(H',H).

Elle est surjective d'apres le ‘18 du lemme; elle est de Serre d'apreés le
corollaire; il suffit d'écrire sa suite exacte classique d'hemotopie.
2 ) Notons d'abord les deux propriétés suivantes du relévement des
chemins presque continus dans un espace homogeéne bitopologique:
~ *
(a) Soit A E"De (B',B); soient /3 et F deux relévements
X
de g( ; leurs extrémiiés /3 1 et’ ﬁ 1 sont presque homotopes dans
* P -1
! i = )
(H',H). (I1 suffit en eft_‘st de poser ()/ ¢ [3 ¢ ¢ [Sl)
(b) Soit o € 'Qe (B',B); soit [3 unrelevement de o ; sillex-
trémité /31 de [3 est presque homotope & e dans (H',H), alors
; *
- il existe un relévement /8 de £ tel que pl = e. (Soit en effet d/
un chemin presque continu dans (H',H), d'origine e et d'extrémité
F' on pose ?f_l P = P* )
17 On P ' ' |
Ceci dit, considér{‘vons la fibration canonique:

N

(5 L (e.a) -‘>fle(B',B), de tibre (L _ (H',H).

Cette fibration n'est pas surjective en général; soit L) son image. Soit
ol un n-cube fort dans ) e(B',B); A s'identifie & un élément ol de

1 ~ ~
..Qe( > n(B), in(B) ); ol se reléve en un élément [3 de
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;e( - 'n(G), Z n(G)), qui s'identifie & un n-cube fort F (égns

Ze(G', G). Supposons maintenant que G soit & valeurs dans N R
alors o (0) (image par A de 1'origine de In) peut se relever en un
élément de -2 e(G',G). Donc, d'aprés la propriété (a) ci-dessus,

T% (0) aboutit & un élément de H qu1 est presque homotope & e dans
(H',H). Il en résulte facilement que [3 aboutit & un élément de 2.
qui est presque homotope & e dans ( Z 'n(H), 2 (H)). Donc, d'apres
la propriété (b), il existe un relévemex}’i fb’* de 2( qui aboutit & e;
ri’x s'identifie & un n-cube fort dans ‘Q- e(.G’, G), qui est un relévement

de A . Ainsila fibration (5) est de Serre; si onh écrit sa suite exacte

d'homotopie, on obtient la suite (3), mais seulement jusqu'a:

———“;/"Ll(G',G;e) —>  }, (B Bse)

On la compleéete & droite sans difficulté a 1'aide du lemme, et des proprié-
tés (a) et (b) ci-dessus. ~ A
3) Tout élément  de _Q (B' B) qui est petit au sens fai-
ble se reléve en un élément p de Z (G',G) qui est petit au sens fai
ble; 1'extrémité de ﬁ peut donc @tre jointe & e par un petit chemin
presque continu; l'argument utilisé pour déinontrer la propriété (b) ci-
deisus prouve alors que [3 peut se relever en un petit élémer{c de
._Qe(G',G). L'application (5) est donc ouverte; sa fibre _Qe(H',H)
est presque localement connexe; elle vérifie donc le relévement des petits
cubes. On est donc ramené & un probléme analogue, iz‘*elatif a la n-conne-
xion locale au lieu de la presque n-connexion locale; on peut alors appli-
quer le lemme de [1] , p. 357. (Comme au 2¢ ), on montre & part, sans

difficulté, la presque n-locale connexion pour n = 0 et 1).
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4. Application aux groupes de difféomorphismes et aux espaces de prélon-

gements.

On se place dans une dimension n pour laquelle on suppose rem-
plies les conditions suivantes:

1) Les groupes de difféomorphismes des variétés compactes de
dimension 1n sont presque localement connexes par arcs.

2 ) Les fibrations de ces groupes définies par restriction aux sous-
variétés de codimension 1 sont ouvertes au sens C¥.
Ces conditions sont certainement remplies pour n = 3, et il semble ac-
tuellement raisonable de conjecturer qu'elles sont vraies pour n 2 8.
9

Lemme. Si n esttel que les conditions ') et 2% ci-dessus

soient remplies; alors, pour tout sP x DY tel que p+4qg = n, le groupe

bitopologique (G'p, Gp) des difféomorphismes tangents a 1'identité le long

du bord sP x Sq—l’ est presque i-localement connexe pour tout i 2 O.
Démonstration. Soit E,  ; l'image canonique de G dans 1l'e-

p p
space des plongements de Sp"1 x D dans SP x D9 (Ep~1 est défini

pour 1 £ p £ n). Doit Fp 1'image canonique de Gp dans l'espace

des plongements de sP x Dq'1 dans SP x D? (F est défini pour

p
0 £ p £ n-1). On a les fibrations suivantes:

—_—
Grp Ep—l , de fibre notée Hp (1 £ p £ n)

G ..—» F , de fibre notée Kp (0 « p £ n-1)

Hp est le sous-groupe de Gp formé des difféomorphismes de sP x pd

qui induisent 1l'identité sur sP-1 & DY  en fibrant Hp sur 1l'espace de

ses jets le long de Sp~1 x D9 on voit (compte tenu de 1a'propriété des
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espaces de jets signalée plus haut, n’ 1, propriété 4* ), exemple 4) que
Hp
connexion; donc Hp est p.i-l.e. pour tout i. De maniére analogue,
on voit que Kp a méme comportement (au point de vue de la presque

a mé‘me comportement que G, au point de vue de la presque locale

locale connexion) que Gp X Gp.

v -1
Soit d'autre part Wp un voisinage tubulaire de sP x p dans

3

+ _ - R
sP 1 x DY 1, Wp est difféomorphe & sP x pl 1x Dl; identifions
Fp a 1l'espace des plongements de sP X Dq_1 dans Wp qui se prolon-

gent en un difféomorphisme de Wp induisant 1'identité sur le bord. Soit

E; (resp. F;) 1'espace de tous les plongements de sP x Dq—l dans

sPtl x pg-1 (resp. Wp) qui sont tangents & 1'application identique

le long de Sp-1 X thl. Tout élément de E; qui est dans la composan
te connexe forte de 1'application identique est dans E;;; donc la composan-
te connexe forte de 1'identité dans Ep coincide avec celle de E; De

~ *
meme pour Fp et Fp ; (Fp
nexe de l'identité dans F;). Donc, en ce qui concerne la presque i-loca-

le connexion pour i > 1, Ep et Esd'une part, Fp et F; d'au-

tre part, ont méme comportement; en plus F; est faiblement ouvert

A
dans Ep, donc F; et Eg ont méme comportement; donc finalement
E, et Fp ont m&me comportement,

est méme exactement la composante con-

p
En resumé, on a en appliquant le 3° du théoréme 3 aux deux fibra-

tions ci-dessus, les implications suivantes:

Gp p.i-l.c. pour tout i =T=> Fp p.i-1. C. pour tout i

— Ep p.i-l.c. pour tout i —> Gpyy P-i-loc.

pour tout i.
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D'olu le lemme, puisque G est presque i-localement connexe pour
tout i.

Application au groupe des difféomorphismes de Sn, muni de la topolo-

A\

gie C".
Soit (E',E) 1l'espace des plongements de 1'hémisphére nord fermé de

Sn dans Sn qui conservent l'orientation; (E',E) est muni de la topo-
logie (c’ ,C(Q ). Ecrivons la suite exacte relative & cette espace (cf,
n’1, propriété 3% le point de base est pris a l'application identique):

1) ... > AEE) — TE) -S> pELE) > A (ELE)—

ce. = T, (E) —» /MO(E',E)_——) 0.

On va donner succesivement une interprétation de chacun des termes de

cette suite.

1°) Interprétation de 1 ; (E).

On fibre E en associant & chaque plongement son 1-jet au pble
nord. Cette fibration est localement triviale (cf. [1:( , 4p. 318). Sa fi-
bre est le sous-espace de E formé des plongements qui sont tangents
4 1'application identique au pole nord; elle est acyclique en toute dimen- ‘

sion (cf. Zl] , p. 336, prop.8). Sa base s'identifie a 1'espace des n-re-

. . o n N . . .
péres d'orientation positive de S ; d'oli un isomorphisme canonique:

(2) Tri(E) ~ I i(S 0 (n+1) ) pour tout i 2 0.

29) Interprétation de /Mi (E', E).

Soit (G',G) le groupe des difféomorphismes de s qui conser -
vent 1'orientation; soit (H',H) le groupe des difféomorphismes de Dn
-1
qui sont tangents & 1'application identique le long de st
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On a une fibration homogéne:
(E,E) & (G',G)/(H' H)

Or f"i(H',H) = 0 pourtout i 2 0 (puisque (H',H) est pre-
sque contractile, cf. n°1, propriété 4°)). Donc /Ai(E',E) Ct/"‘i(G',G)
pour tout i 2 0. D'apreés le lemme ci-dessus, (G',G) est presque i-lo-
calement connexe pour tout i 2 0. Donc finalement:

(3) /ui(E',E) X Tri(G') pour tout i > O.

3%) Interprétation de A (B, E).

On utilise une cascade de fibrations dont le principe est dii & Smale
(cf. par exemple Thom [4] ). Smale a appliqué sa methode au calcul des
groupes d'homotopie des espaces d'immersions; pour que cette meéthode de
vienne applicable aux espaces de plongements, il est essentiel d'opérer en
homotopie locale.

On considere la boule Dn, canoniquement plongée dans Rn, ol

les coordonnées sont (Xl’ g, vy xn); ¢ est un nombre strictement>0,
assez petit pour que le cube [— 2, +2J % soit intérieur a Dn.
On appelle: 6)1 la partie de D" définie par x7 < 2
Ql la partie de p" définie par \xlls S
Pér récurrence, on définit comme suit y et Qj pour 1 £ j & n:
6>j est la partie de 0 j-1 définie par Xj £ bd
Q j estla partie de Qj-l définie par \xj | b4

On notera que Qn est le cube [— S ., +€] n
Soit (P‘j, Pj) 1'espace de tous les plongements de 6):] dans
- o) -1
p" qui sont tangents & l'application identique le long de r j n s" :

e
une fois les angles arrondis, \rj est difféomorphe & une demi-boule

i
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fermée, de sorte que, d'aprés le n” 1, propriété 4'7), exemple 3,

A (P, Py)
Soit (Q'j, Qj) l'image canonique de (P'j, Pj) dans l'espace des

plongements de Qj dans Dn; on a une fibration canonique (dutype b)

considéré au début du n® 3):

"j’ = 0 pourtout 12 0.

(P, P) —> ‘(Q'., .) ; on note sa fibre . (F',, F ).
J J J QJ J J

La suite exacte d'homotopie locale donne:
4 ! XA . -
(4) >\i(F . Fj) i+1 (Q 7 Qj) pour tout i 3 0.

Or F; s'identifie au groupe H.

D'autre part, soit Q*. l'espace de tous les plongements de Qj
dans D" qui induisent l'identité sur Qj N Sn—l; et soit Qj'Ht le
sous-espace de Q? forfné des plongements qui induisent 1'identité sur
G j+1- En raison du caractere faiblement local des groupes >\ i, on a:
At (Flap. Fi) ®A; @, QM) pour tout i 5 0; puisque Qj*

s'identifie & la fibre de la fibration canonique Q*j —_ P.+1, on a:

J
A ‘ - A . ¥
>\ i (ij* , Q;* y xX /\i (Q?‘ s Q¥j) pour tout i > 0; enfin, comme

Q*j est ouvert et fermé dans Qj’ il resulte de la propriété 2° dun®1

qu'on a: /\i (QJ*’ s Q*j) ’(‘\"/\i (Q;'i’ Qj) pour tout i = 1. D'ol finalement:
| T ff\t« H P Y
A ; (Fj+1’ Fj+1) , )E(Qj’ Qj) pour i > 1
)\O(Q;’, Q*j) pour i = 0

Donc compte tenu de (4) ci-dessus:

Q, ,) pour i> 1

1
j-1° 7j-1
* )

*I
)O(Qj_l 3 Qj_l

 @Le) x JA @

pour i = 0.
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On a donc les isomorphismes suivants:
MA@ Q) = 0
' o~ %! aF
M@ Q)R AR Q)
Ay @ Q)2 A @ e ) R AQ . Q)
' 1 ~ ' A “ ' *
M @ Q) AN L, @ . Q A sA@], @b
Ny @ QDL . &Al(Q',Ql)N/\o(H',H)
Mo Q' QDA 2@, Q)T A (H', 1)
)\n+p @, Q)™ i R )\p+1( 'l,Ql)&}A (H', H)

.....................................................................

.....................................................................

Or, du point de vue Co-local, (Q‘n, Qn) s'identifie & (E', E).

D'autre part, on sait que /\i(H',H) Ay 7Ti(H) pour tout i > 0 (puisque
les ["’ i(H',H) sont nuls); et il résulte de [11 , p. 341, proposition 11,
qu'on a pour tout i 2 0: T ;(H) @ T ;(G, SO(n+1) ),

Enfin, on peut donner comme suit une interprétation de /\O(Q'T, Qﬁ).
Soit (Pf‘ , A*) 1'espace de tous les plongements de Dn-1 dans D"
qui sont tangents & l'application identique le long de Sn—2. On a une fibra-

X! . X!
tion canonique: (Q 1 Q*l) —_D (A;‘ s A‘x ); les )\ i de la fibre sont
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X' ‘ * !
nuls pour tout i3> 0; on a donc: /\i(Q*l, Q*l) %/\i(A , A*) pour

tout 1 =2 0. Comme (A ', A’\t ) est presque contractile, ses A i
s'identifient & ses I ¥ donc finalement: /\0 (Q*'l, QAI) R 7(,(!—\*1 ).
Or pour n # 4, TC, (A*) s'identifie canoniquement au groupe ar
(Ceci est une conséquence facile du fait que pour ces dimensions,la ''conjec-

ture de Schonflies différentiable' est vraie, autrement dit, pour tout plon-

+
gement différentiable de Sn dans Rn 1, 1'adhérence de la composante
+ +
connexe bornée de erl 1 - f (Sn) est difféomorphe & Dn 1; ce résultat
a été démontré pour n 2 5 par Smale; cf. ES] ).
On a donc, en résumé: |
/\ i(E',E) & Wi n(G, SO (n+1) ) pour i< n
n
A_(ELE) AT

(5) X!

A (E,E) R A@) QY pour 0< i< n-1

n-i

)\O(E’,E) =0

En reportant dans la suite exacte (1) les résultats de (2), (3) et (5),
on obtient le:

Théoréme 4.(2) Soit n une dimension ol les conditions1l ) et

2 ) du début de ce n® sont remplies; soit (G',G) le groupe des difféomor -

. n . . . . ‘
phismes de S qui conservent l'orientation; soient Q*j les espaces

définis ci-dessus. On a une suite exacte:

5 ,
( zNote rajoutée sur épreuves). Le théoréme 4 peut etre amelioré
comme suit:

Sous les hypothéses du théoréme 4, on a des i&)morphismes canoniques:

e
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—> T (6,50(m+1) > T (s0m+1) = T (6) = 7 (G,50m+1)—> ...

i-n-1

.. —=> T (G, SO(n+1)) -———)‘77'n(SO(n+1))—~> 7rn(c;f')w» [ _.»77I’1 1(SO(n+1))
— Ty 16 ~—>‘)\;(Q’;1Q’1‘) ... T (s0m+1)) = T (G - A 1,Q
=0 =T @GHy—> o

Si en plus (comme c'est le cas pour n = 3), le groupe G est dense

. n n .
dans le groupe.les homéomorphismes de S sur S  conservant l'orien

—>

tation, on peut, dans la suite exacte ci-dessus, remplacer G' par ce grou

pe d'homéomorphismes (cf. [2} ).

.

T (6", s0m+1) & (T, _ (G,50(+1) pour i 3n + 1

pour 1 = n

)«a

Démonstration. On remarque d'abord que, d'aprés le lemme de
cing, pour tout espace bitopologique (E', E) tel que }iAi(E‘,E) X TH(EY)
pour tou}\ i 2 0, on a aussi, pour tout i 2 1, un isomorphisme cano-
nique i-1(E,E) R T4E',E), od T;(E',E) designele i-éme grou-
pe d'homotopie de l'application d'injection E — E'.

On conidére ensuite le diagramme commutatif canonique

SO(n+1) —> G
J Y
E — E!'

<i¢g -1
n11’n11) pour 0 £ i n

Les fléches verticales induisent des isomorphismes sur les groupes d'ho-
motopie: c'est classique pour la fléche de gauche (et pour ‘la fleche de droi-
te, cela résulte du théoréme 2 et du 2° du-théoréme - 3. Donc, d'apres
le lemme de cing, on a un isomorphisme canonique T ;(E', E) ~

~x Tri(G', SO(n+1)), ce qui, compte tenu de (5), achéve la démonstration.
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