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APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE. 

J . Cerf (Nancy) 

fa 

Introduction. Soit V une var ié té compacte de c l a s se C ; le grou

pe de tous l e s difféomorphismes de V est muni naturel lement de deux t o -

pologies: la topologie C , ou topologie de la convergence uniforme des dé

r ivées de tout o rd re ^ 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G); 

o 

et la topologie C , ou topologie de la convergence uniforme (muni de ce t 

te topologie, qui est moins fine que la p récédente , on note ce groupe Gf). 

Lorsque G a un bord, le groupe qu'on cons idère est celui des difféomorphi 

smes qui sont tangents d 'o rd re infini à l 'applicat ion identique le long du bord. 

Prenons l ' exemple V = D (disque fermé de dimension n). La 

c lass ique r é t r ac t ion d 'Alexander montre que G' est contract i le ; donc 

TT (G') = 0 pour tout i ^ 0. P a r cont re , on sait depuis Milnor qu'en 

général TL (G) n 'es t pas nul; toutefois la r é t r ac t ion d'Alexander mont re 

que tout i - lace t de G est homotope à un i - lacet a rb i t r a i r emen t petit au sens 

de G'; dans ce cas les groupes \ . ("groupes d'homotopie locaux"), qu'on 

définira, sont canoniquement i somorphes aux groupes TT. (G). Ceci est du 

évidemment1 au fait que D est contract i le ; en généra l , on obtient une suite 

exacte re l iant les groupes A ., les groupes "TT. (G), et ce r ta ins groupes 

lu. qu'on définit; dans ce r ta ins c a s , ces groupes p- . s ' identifient aux 

groupes "TT . (G') . 
g 

Dans une p r e m i è r e pa r t i e (n. 1, 2 et 3), on fait une étude, d'un ca 

r a c t è r e généra l , des groupes /\ . et foi .; on établit notamment le théorè^ 

me d ' i somorphisme ent re les groupes u . et les groupes d'homotopie fai

bles pour les espaces "presque localement connexes en toute dimension". 
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Dans une second partie (n. 4), on applique ces résultats à certains 

espaces de diffeomorphism.es; on cherche d'une part à obtenir des renseigne-

ments sur leurs groupes ^ . , et d'autre part à montrer que ces espaces 

sont "presque localement connexes", de sorte que, d'après la première par-' 

tie, leurs groupes p-. s'identifient à leurs groupes d'homotopie faibles. 

1 . Définition et premières propriétés de groupes X . et lu. . . 
, .— 1 — j x 

On appellera espace bitopologique (E!, E) un espace muni de deux 

topologies telles que celle de E (dite "topologie forte") soit plus fine que 

celle de E' (dite "topologie faible"). 

On appellera paire topologique un couple (A, B) d'espaces topologi

ques, tel que B s'identifie à une partie de A, munie d'une topologie plus 

fine que celle induite par A. A la paire (A, B) est canoniquement asso

cié un espace bitopologique, qu'on note (B1, B). (B' s'identifie à B com 

me ensemble et sa topologie est celle induite par A). 

Soit (E', E) un espace bitopologique; un chemin presque continu 

dans (E', E) estime application )f : [ 0, 1J "—^ E, faiblement conti

nue sur 10, 1J , fortement continue sur JO, il . On note ^~ (E', E) 
<N-* *****. 

(ou, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, 21 (E), ou même 2- ) l'e_ 

space des chemins presque continus dans (E', E), muni de la topologie sui

vante: la topologie borne supérieure de la topologie de la convergence unifor

me des applications j 0, il — ^ E', et de la topologie de la convergence uni 

forme sur tout compact des applications JO, il —•£> E. 

Soient x et y deux points de E; on utilisera les sous-espaces 

suivants de i : 
^ j T (chemins d'origine x) 

diffeomorphism.es
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2L (chemins d 'origine x et d 'ex t rémi té y) 

> s e r a noté J Z (espace des lacets presque continus 
<£— xx x ^ — a 

d'origine x) 

On convient de noter encore x le chemin constant en x. 

Définitions. On pose: 

= A 1 ) Pour tout i > 0 : Il . ( > (E ' ,E) ;x) = A . ( E ' , E ; x ) 
I X 1 

( i -ème groupe d'homotopie local de (E' , E) au point x). 

2 ) Pour tout i > 1 : "7T '( j Q (E1, E);x) = f*. (E ' , E;x) 

( i -ème groupe d'homotopie mixte de (E ' , E) au point x). 

P r o p r i é t é e s ( (E' , E) désigne un espace bitopologique et x un 

point de E) 

1 ) C a r a c t è r e local des A .. Soit ( V , V) un voisinage faible de x; 

par homothétie, tout compact K de 2 . (E1, E) se r é t r a c t e dans 

5T (V1, V), de façon que K fl 1 ( V , V) r e s t e dans ^ . ( V ' . V ) ; 

donc l 'appl icat ion canonique: i T . ( X ( V , V);x) —> ^ ( 2 1 (E ' , E).;x) 
I X I X 

est un i somorph i sme; d'où l ' i somorph i sme : 

A . ( V , V; x) ^~> À . (E ' , E; x). 

Donc plus généra lement : soit (U', U) un au t re voisinage faible de x; 

X. (V, V; x) et A. (U1, U; x) sont canoniquement i somorphes . 

2 ) Soit F une par t ie ouverte et fe rmée de E (autrement dit, fortement 

ouverte et fe rmée) , et soit x £ F . Alo r s , pour tout i ^ 1, À. (F 1 , F ; x) 

( resp. 1U . ( F ' , F ; x)) s ' identifie canoniquement à A . (E ' , E; x) 

Je dois à M, B. Morin de m 'avo i r signalé que les définitions données en 
[2] pouvaient ê t r e m i s e s sous cette forme t r è s maniable. 
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( resp. p. ( E ' , E ) ; x ) ) . 

(En effet, pour i ^ 1, un " i - lace t loca l" et un " i - l ace t mix te" ont 

des images fortement connexes). 

3 ) La suite exacte et la suite exacte complétée. 

Le l emme suivant se démontre exactement comme un l emme (bien connu) 

de S e r r e : 

Lemmë. L'applicat ion canonique ,>. (E1, E; X) ——$> E (qui à tout che -

min presque contenu d 'origine x assoc ie son extrémité) est une fibration 

de S e r r e , de fibre il (E ' , E; x). (On notera que cet te fibration n 'es t pas 

sur ject ive en général . ) 

La suite exacte d'homotopie de ce fibre donne immédia tement la suite 

exacte: 

(1), . . : . :'., — * ' A (E ' ,E ;x) — > 7 r . (E.;x) —-> J^. (E ' , E;x) —> 

- ^ ( E ' ^ - x ) - > ~~> ^ ( E ' ^ x ) —> \ ( E ' , E ; x ) -—>7T?(E;x) 

Définition de A'1,» (E ' , E;x). La re la t ion "il existe un chemin p r e 

sque continu d 'origine y et d ' ex t rémi té y' " n 'es t pas en généra l une r £ 

lat ion d'équivalence entre points y et y' de E; lorsque c ' es t une r e l a 

tion d 'équivalence, on peut définir M* (E ' ,E ;x ) : c ' e s t l ' ensemble pointé qu£ 

t ient de E (pointé en x) par cette re la t ion d 'équivalence. Alors la su i 

te exacte (1) se prolonge nature l lement comme suit: 

(1') . . . . . ' " — > ^ 1 - < E ' , E ; x ) ~ > À 0 ( E ' , E ; x ) —> % (E;x) >> 

—~>J (̂E',E;x) «~^ 0 / 

Exemple. La condition c i - d e s s u s est r empl i e dans le cas d'un grou

pe bitopologique (G', G). En effet, s i Q est un chemin p resque continu 

d 'origine y et d ' ex t rémi té y ' , a lo rs y' . X . y est un chemin p r e -
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sque continu d 'origine y' ' et d 'ex t rémi té y. Et s i ^ ' est un chemin 

presque continu d 'origine y' et d ' ex t rémi té y", a lo rs V' . y' '. fi 

est un chemin presque continu d 'origine y et d 'ex t rémi té y". 

Un au t re exemple s e r a donné plus loin (2° du théorème 3). 

4 ) Chemins presque continus dans les espaces de lace t s mixtes . 

Outre la topologie dont on a, muni -JZ , considérons sur le m i m e espace 
_ x 

la topologie faible -11} (celle de la convergence uniforme des appl ica-
x ° /v 

t ions Lo, 1J •—> E ' , qu i ; par définition de -i i- , \ est moins fine que 
SL ). 

X ~-

Soit ^ é- supposons qu'i l existe un chemin presque continu 
o* r* X 

dans ( J i ' , S\ ), d 'or igine x, d ' ex t rémi té <A ; aut rement dit, 
x x 2 

qu'i l existe une application jf : I -—*> E, faiblement continue, fortement 
continue pour t > 0, te l le que: 

«H (I x { o) ) U ( 0 I x I) ) = {x) 

fl (t, 1) = (À (t) pour tout t e l 

l 'appl icat ion I > I défini pa r : 

(1 - 2u ( l - t ) , t ) pour 0 < u < | 
f (t,u) 

(t, 2t (1-u) + 2u - 1) pour i £ u < 1 

Alors K o (p définit un chemin continu dans J^2. , d 'or igine x, 

d ' ex t rémi té cL . Comme, pour i > 1, un i - lacet mixte s ' identifie à 

un 1-lacet dans un espace de ( i -1 ) - l ace t s , on peut énoncer: 

Soit i ^ 1; soit À un i - lace t mixte d 'origine x dans (E ' ,E ) . 

Pour que oL soit homotope à 0, il suffit qu ' i l existe un chemin presque 

continu d 'or igine x, d ' ex t rémi té CA . Soit en plus ff un te l chemin; 



- 6 -

J. Cerf 

il existe une homotopie de «̂  à x ayant même image dans E que Y . 

Application: groupes fc . des espaces p resque cont rac t i les . 

Définition. Soit ( Ê ' , E ) un espace bitopologique; soit x £ E. 

On dit que ( E ' , E ) est p resque contract i le sur x_ s ' i l existe une applica

tion h : E X I —-^ E, faiblement continue (i. e. .cont inue de E ' * I 

dans E ' ) , fortement continue sur E * J 0, y , et te l le que: 

h (y> 0) = y et h (y, 1) = x pour tout y & E. 

Il est immédiat , compte tenu de ce qui p récède , que si (E ' , E) est 

p resque contrac t i le sur x, a lo rs M. (E ' ,E ;x ) = 0 pour tout i > 1 

(et même pout tout i ^ 0, s i luo ex i s te ) . 

Exemples . 

1. L ' e space ' 2L ( E ' , E ) est p resque contract i le sur le chemin 

constant x. 

2. Le groupe (G' ,G) relat if à la boule (cf. Introduction) est p re 

sque contract i le sur son élément neut re (donc sur chacun de se s points). 
/P n 

3. Soit 0 la demi-boule fe rmée nord de D ; soit ( P ' , P ) l ' e -
t?o P' n 

space bitopologique des plongements C de U dans D qui sont 
po /P f\ n -1 

C - tangents à l ' identi té en tout point de U » ' S ; (P ' , P) est p resque 
cont rac t i le sur chacun de se s points; dont tous ses M- . sont nuls; mais 
tous les TT. (P) sont nuls auss i (cf. [ l ] , II, 4. 2. 2); donc, d ' ap rès la 

sui te exacte ( l 1 ) , ses groupes d'homotopie locaux sont tous nuls. 

4. Si la topologie de E ' est g r o s s i è r e , a lo rs ( E ' , E ) est p r e -

sque cont rac t i le sur chacun des ses points. Les composantes connexes for 

t e s des espaces de jets des espaces des plongements , munis de la topologie 

quotient de la bitopologie ( C ^ . C ^ , sont de ce type; (ceci est une généra -
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l isat ion de [ l j , appendice au chapi t re III). 

5 ) Lacets forts qui sont homotopes à zero en tant que lace ts mixtes . 

P a r un procédé t r è s analogue à celui ut i l isé c i - de s sus (propr ié té 4 ) on 

montre : Soit i ^ 1; soit p( un i - lacet d 'origine x dans E (au t re 

ment dit, un i - lacet fort ). Si çl est homotope à 0 en tant que lacet 

mixte de ( E ' , E ) , a lo r s «< est ex t rémi té d'un chemin presque continu 

d 'origine x dans l ' e space des i - l ace t s de E. Soit en plus (f une ho-

motopie de <À à 0 (en tant que lacet mixte) a lors il existe un tel che

min presque continu ayant même image dans E que q . 

2. Le théo rème d ' i somorphisme pour les p a i r e s presque n- localement 

connexes. 

P r é l i m i n a i r e s : p a i r e s n- localement connexes: t héo rème d ' i somor 

phis me. 

Notations. Soit A un espace topologique; dn notera 2 . (A) 

l ' e space des n -cubés ' s ingu l i e r s à va leurs dans A, et 2 - (A) l ' e space 
O n n 

des applications continues du bord U \ de I dans A. 

Définition 1. Soit (f, g) : (A, B) — ^ (C,D) un morph i sme de 

pa i r e s topologiques . Soit x ^ A; on dit que (f, g) est faiblement ouverte 

en x si pour tout voisinage U de x dans A il existe un voisinage 

V de f (x) dans C tel que g (U A B) ? V f ] D. 

Définition 2. Soit f : A -—-> C une application continue. On 

appelle re levée de f et on note Ç (f) (ou s implement J? (f) ) l ' appl i 

cation (canoniquement définie par f): 
— 1 «=—1 -*r* 1 
> (A) —•"> 2 . (C), où 2 . (C) est le sous -e space de 

f f 
21 (C) X A x A formé des t r ip l e s ( V , x, y) te l s que j„ = f (x) 

et U - f<y>-
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1 
Pour un morph isme (f, g) de pa i r e s topologiques, le re levé ^ (** g) 

est par définition ( ^ ( f ) , <? (g))-. 
2 1 

On note P (f) l e r e levé de C> (f), etc. 
Définition 3. Soit (f, g) : (A, B) ~^> (C,D) un morph i sme de 

n 
p a i r e s topologiques. Soit x £- A; s i le n - è m e re levé Q (f, g) est fai
blement ouvert en x, on dit que (f, g) est n- localement connexe (n-1. c.) 
en x. 

Exemples . Soit (f, g) le morph i sme (A, B) —£> (0, 0), où 0 

est un espace ayant un seul point (évidemment, (f, g) est bien dé terminé 

p a r l a donnée de (A, B) et de 0). Soit x €• A; d i re que (f, g) est fa i

blement ouverte en x, c ' es t d i re que B est dense dans A en x, au

t r emen t dit que x é B. 
1 •<- 1 1 

Le re levé ^ (f, g) est le morph i sme ( 2 - (A), X (B)) —v> 
JL 1 * l 

"^ ( 2- (A), 2 (B)) canoniquement défini par f; et plus généra lement 
£ n ( f , g ) est le morph i sme ( Z n ( A ) , ZIn(B)) —> ( k V ) , ^(B)) 

canoniquement défini par f, La n- loca le connexion de (f, g) en x équi 

vaut donc bien à la n- locale connexion de (A,B) en x, au sens où elle a 

été définie en [ l ] , p. 344. 

Lemme . Soit (f, g) : (A, B) •—̂> (C,D) un morph i sme de p a i r e s 

mé t r i s ab l e s . Si (f, g) et Q (f, g) sont ouver tes en tout point de A, 
1 1 * 

a lo r s C* (f, g) es t ouver te en tout point de 21 (A). 

Ce l e m m e généra l i se à la fois le 1 ) et le 2 ) du l e m m e 2 de [ l j , 

p. 345; sa démonstra t ion est t r è s analogue à celle du 1 ) de ce l e m m e . 

Application. Soit comme plus haut le morph i sme (f, g):(A, B ) - > ( 0 , 0) 

défini par (A,B). Si B es t dense dans A, et s i (A, B) est n-1. c. 

pour tout n > 0, cela signifie que O (f, g) est faiblement ouverte su r 
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A pour tout n > 0, On en déduit, par une suite d 'applications d i l e m m e 
n _, 1 

c i - d e s s u s , que <p (f, g) est faiblement ouverte sur £_ (À) pour tout 

n ' ^ 1. P a r r é c u r r e n c e su r l ' en t ie r n ' , on en déduit 9 (f, g) est faible-
n"? 

ment ouverte sur JT • (A), pour tout n1 ^ 0 et pour tout n & n ' . 

En par t i cu l ie r , pour tout n, ^ (f, g) et ? (^ ë) sont 
•<r n 

faiblement ouver tes sur ^ . (A). On en déduit facilement (la démons t r a 
tion est analogue à celle du l emme 1 de [il , p. 345) que tout é l é m e n t ^ 

xi «— n 
de ^ (A) dont le bord est un élément de 2 . (B) est or igine d'un 
chemin continu, au cours duquel le bord de QI r e s t e f ixe , et qui aboutit 

Z n 
(B). On a donc le r ésu l t a t suivant (plus fort que c e 

lui de la proposit ion 1 de 11] , p. 345, en ce que l 'hypothèse 3 de cette 
de rn iè re est superflue): 

Théorème 1. Soit (A, B) une pa i re mé t r i sab le ; s i B est dense 

dans A, et si (A,B) est n-1. c. pour tout n 2 0, a l o r s , pour tout 

x é- B, l 'applicat ion canonique. 

T (B;x) —î> T (A;x) 
n n 

est un i somorph i sme pour tout i. n > 0. 

P a i r e s p resque n- locamement connexes. Théorème d ' i somorphi -

sme, 

Définition. Soit (A, B) une pa i re topologique, et soit x é A. On 

dit que (A, B) est p resque localement connexe par a r c s (p. 1. c. a. ) en x, 

ou encore presque Q-localement connexe en x, si pour tout voisinage U 

de x dans A, il existe un voisinage V de x dans A tel que pour 

tout couple (y, z) de points de (V A B) il existe dans U H B un che - ' 

min presque continu d 'or igine y et d ' ex t rémi té z. 

Pour n ^ 1, on dit que (A, B) est p resque n- localement conne-



- 10 -

J. Cerf 

xe (p. n-1. c. ) en x s i pour tout voisinage U de x dans A, il ex i 

ste un voisinage V de x dans A tel que tout n- lacet mixte de V/1 B 

soit homotope à 0 (avec origine fixe) dans U f\ B. 

Remarques . 1) Sauf pour le cas n = 0, le n- locale connexion 

n 'en t ra ine pas la presque n- locale connexion. 
'"V 

2) Pour n ~?/ 1, s i (A, B) est p. n-1. c. en x, alors Si 
X 

est (n - l ) - l . c. en x. La réc iproque n 'es t pas exacte en toute général i té ; 

mais elle est v ra ie en par t i cu l ie r lo rsque (A, B) est un espace bitopologi-

que homogène. 

3) Si un espace bitopologique (E ' ,E ) est p resque contrac t i le su r 

un de ses points x, a lors il est p. n-1. c. en x pour tout n ^ 0. (C'est 

une conséquence de la p ropr ié t é 4 du nc 1 ). 
Lemme. Soit (A, B) une pa i re mé t r i sab le . 

->1 
1 ) Soit 0 (f, g) l 'applicat ion canonique: 

( ^ (A) , SX(B) -̂ > ( É z W ik}(B)) 
• o ' I 

Si B est dense et p. 1. c. a. dans A, a lo r s \ (f* g) est faiblement 

ouverte. 
2 ) Si (A,B) est p. n-1. c. et p. (n+l)-l . c. , a lo rs f (f, g) 

est n-1. c. 
*r 1 Coro l la i re . 1 ) Sous les hypothèses du 1 ) , 2- (B) est dense 

dans 2T (A); pour tout x £ B, X (B) est dense dans 2 (A), 
r\f X X 

et JL (B) est dense dans -f2 (A). 
X x 2r i i 
2 ) Sous les hypothèses du 2 ), "2. (B) est n-1. c. dans X (A); --V 

1 pour tout x é B, 2, (B) est n-1. c. dans ^ (A), et J2- (B) 

est n-1. c. dans 
Jî- (A). 

X 
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Pr inc ipe de la démonstra t ion du lemme, 1 ) Soit à approcher un 

élément &L de X (A) par un chemin presque continu fë d 'origine 

x (proche de â^0 au sens faible) et d ' ex t rémi té y (proche de ^ 

au sens faible). On construi t une suite finie x = x, x , x , , x = y, 
1 Z p 

tel le que deux x- consécutifs soient proches l 'un de l ' a u t r e , et que, pour 
tout i, x. soit proche de <A . , (tout ceci au sens faible). On joint 

î * î / p 

x à x pa r un petit chemin presque continu; sur ce chemin on choisit en

suite x ' , a rb i t r a i r emen t voisin de x ; puis on joint x à x' par 
x JL Ci À. 

un petit chemin presque continu, et a insi de suite . 

2 ) La démonstra t ion est analogue à cel le du 1 ); elle ut i l ise la pr<o 

pr ié té 5e du nG 1. 

Application. Soit (A,B) une pa i r e mé t r i s ab le ; s i B est dense 

dans A, et s i pour tout n ^ 0, (A, B) est p. n-1. c. , a l o r s , d ' après le 
co ro l l a i re c i - d e s s u s , pour tout x ê B, (B) est dense et n-1. c. dans 

x •**> 
Jl (A) pour tout n ^ 0. Donc d 'après le théorème 1, ( JD) :XJ 

x n x 
est canoniquement i somorphe à T ( i 2 (A);x) pour tout n ^ 0. D'au-

n x 

t r e par t la re la t ion (entre couple de points de B) "§tre joints par un che

min presque continu" s ' identifie d ' ap rès le 1 ) du coro l l a i re à la re la t ion 

"ê t re joints par un chemin faiblement continu". Donc: 

Théorème 2. Soit (A, B) une pa i re mé t r i sab le . Si B est den

se dans A, et s i , pour tout n ^ 0, (A, B) est p resque n- localement con 
nexe en tout point de A, a lo r s l 'homomôrphisme canonique: 

/K (B*, B; x) — > I f (A; x) 
I n n 

est un i somorph isme pour tout n ^ 0, et pour tout x S B. 

Coro l la i re . Sous les hypothèses du t héo rème , l ' homomôrphisme ca -
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nonique ~TT (B'; x) •> U (A, x) est un i somorph isme pour tout n ^ 0. 
n n 

3. P r o p r i é t é s re la t ives aux f ibrat ions. 

On s ' i n t é r e s s e aux types suivants de f ibres bitopologiques : 

a) l es espaces homogènes bitopologiques: (B' , B) = (G', G)/ (H' , H), 

où H1 est un sous - groupe fermé de Gf (et par conséquent, H un 

sous-groupe fermé de G). 

b) l es pa i r e s d ' espaces homogènes bitopologiques d'un même grou

pe: H' et K' sont deux sous-groupes fe rmés de G' te l s que 

K' C H* C G', et on cons idère la fibration de (G1, G)/(KMC) sur 

(G ' ,G) / (H ' ,H) "de fibre (H', H)/(K' , K). 

Pour les p ropr i é t é s dont on aura besoin, le cas b) se r a m è n e sans 

difficulté au cas a), . auquel on se bo rne ra dans la suite: 

Les f ibres qu'on cons idère sont "fortement de S e r r e " ; le plus sou

vent, il s 'agit même de f ibres "fortement localement t r iv iaux". (Cette d e r 

n iè re condition est r empl i e dans le cas des espaces de plongements , cf. [ l / , 

p. 294, coro l l a i re 2). 

Si (B ' ,B) est un espace homogène bitopologique, fortement loca le -

ment t r iv ia l , a lo rs X (G) est fibre localement t r iv ia l sur 2- '(B), 

qui s ' identifie à l ' e space homogène ^ . (G)/ 21 (H). P a r con t re , s i on 
note X ' (G) l ' e space X (G) muni de la topologie faible, c ' e s t - à - d i -

r n xr- 'n 
(G'), a lo r s ^L (B) ne s ' identifie pas on gé -

-<— ' n _—.'n 
néra l au quotient 2- (G)/ 2~ (H); pour qu' i l en soit a ins i , il faut et 
il suffit évidemment que l 'applicat ion canonique 2 . (G) —> ^~ (B) 
soit ouverte; on dit a lors que la fibration " re lève les pet i ts cubes" (cf. llj , 

p. 353). Une aut re p ropr ié té qui nous i n t é r e s s e ici est le " re lèvement des 

chemins presque continus". Or le c r i t è r e donné en / l j , p. 355, prop. 2, 
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pour le re lèvement des pet i ts cubes , est auss i valable pour le re lèvement 

des chemins presque continus (il suffit de compléter t r è s l égèrement la d<| 

monstrat ion) . De façon p r é c i s e , on a le : 

Lemme, Soit (B ' ,B) = (G1, G)/ (H' ,H) un espace homogène bi topo-

logique, mé t r i s ab l e , et tel que (H1, H) soit presque localement connexe 

par a r c s . Alors : 

1 ) Si cet te fibration est fortement de S e r r e , elle re lève les chemins 

presque continus. 

2 ) Si elle est fortement localement t r iv ia le , elle r e lève les pet i ts 

n-cubes pour tout n ">/• 0. 
o "NT* 'n -v n 

Coro l la i re . Sous les hypothèses du 2 ), ( 2. (B), 2 . (B) ) 
s ' identifie (pour tout n ^ 0) à l ' e space homogène 

X 'n ^* n , - 'n «—• n 

(G), 2-. (G) )/( Z . (H), *2. (H) ); en plus , la fibration c o r r e 

spondante est fortement localement t r iv i a l e , de fibre p resque localement 

connexe par a r c s , de sor te qu 'e l le r e lève les chemins presque continus. 

De ce l emme et de son coro l l a i re on déduit le théorème suivant: 

Théorème 3. Soit (B ' ,B) = (G ' ,G) / (H ' ,H) un espace homogène b i -

tPP-QÏQgique, mé t r i s ab le , fortement localement t r iv ia l , et tel que (H1,H) 

soit p. 1. c, a. en e. 
1 ) Il existe une suite exacte d 'homomorphismes canoniques: 

(2) . . . ~ > A (H' ,H;e) > A (G' ,G;e) —-> A ( B ' , B ; e ) — > 
n n n 

,—> A n ^ ( H M ^ e ) - * . . . —>\,(G',G;e) _•> A(?(B',B;e) _ > 0 

2 ) /^0(B' ,B;e) exis te , et on a une suite exacte d 'homomorphi-

s'mes canoniques: 
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(3) . . . > / y H ' , H ; e ) —:l> / ^ ( G » , G;e) — > / \ ( B » , B;e> —> 

- * / ^ ( H M ^ e ) —.b . . . . _ ; > ^ ( G ' , G ; e ) — > f a { B \ B ; e ) — $ > 0 

3 ) Si (G',G) et (H', H) vérifient la condition "ê t r e p resque 

n- localement connexe pour tout n ^ 0", il en est de même de (B' jB) . 

Même résu l t a t en permutant les rô l e s de (G', G) et (B ' ,B) . 

Démonstrat ion. 1 ) Considérons la fibration canonique: 
*\*r f\- • <X»< 

(4) 2T(G' ,G) .—S> 5 7 ( B ' , B ) , de-fibre 5 1 (H*,H). 
e e e 

o 
Elle est sur ject ive d ' ap rès le 1 du l emme; elle est de S e r r e d ' après le 

coro l la i re ; il suffit d ' é c r i r e sa suite exacte c lass ique d'homotopie. 

2 ) Notons d 'abord l e s deux p rop r i é t é s suivantes du re lèvement des 

chemins p resque continus dans un espace homogène bitopolôgique: 

(a) Soit QI(Z-Q (B ' ,B) ; soient S et p deux re l èvements 

de ç/L ; l e u r s ex t rémi tés p • et f3 sont p resque homotopes dans 

(H',H). (Il suffit en effet de poser K = p>* P " 1 . A j ) 

(b) Soit ot é ~J2 (B ' ,B) ; soit p un re lèvement de oi ; s i l ' ex 

t r émi t é /3 de P est p resque homotope à e dans (H ' ,H) , a lo r s 

il existe un re lèvement p de oi tel que J3 = e. (Soit en effet Q 

un chemin presque continu dans (H ' ,H) , d 'or igine e et d ' ex t rémi té 

]>.; on pose \~ . p = P ). 

Ceci dit, considérons la fibration canonique: 

(5) Jl (G' ,G) - — 2 > J 1 ( B ' , B ) , d é f i b r e JL (H' ,H). 
e e e 

Cette fibration n ' es t pas sur ject ive en généra l ; soit son image. Soit 

oc un n-cube fort dans J l (B',B); c£ s ' identifie à un élément ô  de 

J 2 ( £- (B), X (B) ); d se re lève en un élément p de 
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2. ( 2« (G), 2 - (G)), qui s ' identifie à un n-cube fort /» dans 

2. (G1, G), Supposons maintenant que G soit à va leurs dans IL ; 

a lo rs cL (0) (image par (A de l 'or ig ine de I ) peut se r e l e v e r en un 

élément de J 2 (G', G). Donc, d ' après la p ropr ié té (a) c i - d e s s u s , 

S (0) aboutit à un élément de H qui est p resque homotope à e dans 

(H', H). Il en r é su l t e facilement que B aboutit à un élément de ^- (H) 
•s-— ' n «r~ n 

qui est p resque homotope à e dans ( 2^ (H), ^ . (H)). Donc, d ' après 
la p ropr ié té (b), il exis te un re lèvement p de <k qui aboutit à e; 

fê s ' identifie à un n-cube fort dans J*~ (G', G), qui est un re lèvement 

de (A . Ainsi la fibration (5) est de Se r r e ; si oh écr i t sa suite exacte 

d'homotopie, on obtient la suite (3), mais seulement jusqu 'à : 

. . . — ^ ^ ( G ' ^ e ) — ? > ^ ( B ' ^ e ) 

On la complète à droite sans difficulté à l 'a ide du l emme , et des p r o p r i é 

tés (a) et (b) c i - de s sus . 

3 ) Tout élément JL de (B ' , B) qui est petit au sens fai-
^e 

ble se re lève en un élément p de 2T (G', G) qui est petit au sens fai 
e 

ble; l ' ex t rémi té de P peut donc "être jointe à e par un petit chemin 

presque continu; l ' a rgument ut i l isé pour démont re r la p ropr ié té (b) c i -

dessus prouve a lors que P peut se r e l e v e r en un petit élément de 

Jl (G', G). L 'applicat ion (5) est donc ouverte; sa fibre Jl (H', H) 
e e 

est p resque localement connexe; elle vérifie donc le re lèvement des peti ts 

cubes. On est donc r amené à un problème analogue, relat if à la n -conne-

xion locale au lieu de la p resque n-connexion locale; oh peut a lo r s appli

quer le l e m m e de JJLJ , p. 3 57. (Gomme au 2° ), on montre à par t , sans 
difficulté, la presque n- locale connexion pour n = 0 et 1). 
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4. Application aux groupes de difféomorphismes et aux espaces de prolon

gements. 

On se place dans une dimension n pour laquelle on suppose rem

plies les conditions suivantes: 

1 ) Les groupes de difféomorphismes des variétés compactes de 

dimension n sont presque localement connexes par arcs. 

2 ) Les fibrations de ces groupes définies par restriction aux sous-

variétés de codimension 1 sont ouvertes au sens C . 

Ces conditions sont certainement remplies pour n = 3, et il semble ac

tuellement raisonable de conjecturer qu'elles sont vraies pour n > 8. 

Lemme. Si n est tel que les conditions ï ) et 2 ) ci-dessus 
P Q 

soient remplies; alors, pour tout S X D tel que p + q = n, le groupe 
bitopologique (G'pjGp) des difféomorphismes tangents à l'identité le long 

du bord S * S , est presque i-localement connexe pour tout i £ 0. 

Démonstration. Soit ED_j l'image canonique de G dans l ' e -

space des plongements de S*3 ' X Dq dans SP A D^ (Ep„! est défini 

pour 1 Z p ^ n). Doit F p l 'image canonique de G dans l 'espace 

des plongements de S*3 X D^~ dans S^ * D°* (F est défini pour 
P 

0 4; p ^ n-1). On a les fibrations suivantes: 

p p-1 , de fibre notée H (1 ^ p < n) 
p 

G _>> F , de fibre notée K (0 <. p < n-1) 
P P . P 

H est le sous-groupe de GD formé des difféomorphismes de S x. D 

qui induisent l'identité sur s*3 x Dq; en fibrant H sur l 'espace de 

ses jets le long de S^~ X D^, on voit (compte tenu de la propriété des 
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espaces de je ts signalée plus haut, n 1, p ropr ié té 4 ), exemple 4) que 

H p a même comportement que GD au point de vue de la presque locale 

connexion; donc H p est p. i -1. c. pour tout i. De man iè re analogue, 

on voit que K a m ê m e comportement (au point de vue de la p resque 

locale connexion) que G * G . 
1 

Soit d 'au t re par t W p un voisinage tubulaire de S A D dans 

S P + 1 A D q _ 1 ; W est difféomorphe à SP X D q _ 1 k D 1 ; identifions 
P -. 

F à l ' e space des plongements de S X D dans Wp qui se prolon

gent en un difféomorphisme de W p induisant l ' identi té sur le bord. Soit 

E (resp. F ) l ' e space de tous les plongements de S * D dans 

SP+ 1 x D9."l ( resp. W ) qui sont tangents à l 'applicat ion identique 

le long de S * D . Tout élément de E p qui est dans la composan 

te connexe forte de l 'applicat ion identique est dans E ; donc la composan-
P 

te connexe forte de l ' ident i té dans E„ coincide avec celle de E . De 
* p „ p 

même pour F et F ; (F est même exactement la composante con-
nexe de l ' ident i té dans F ). Donc, en ce qui concerne la p resque i - loca-

le connexion pour i > 1, E_ et E d'une par t , F et F d 'au-
P P P P 

t r e par t , ont même comportement ; en plus F est faiblement ouvert 

dans E D , donc F et E ont même comportement ; donc finalement 
p p p 

ED et F ont même comportement . 
P P 

En r é s u m é , on a en appliquant le 3 du théorème 3 aux deux fibra-

tions c i - d e s s u s , l es implicat ions suivantes: 
G p. i-1. c. pour tout i "=£>. F p. i -1. C. pour tout i 

E p. i -1. c. pour tout i t=rr> G p + j p. i -1. c. 
P 

pour tout i. 
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D'où le l e m m e , puisque G c est p resque i - localement connexe pour 

tout i. 
n 

Application au groupe des difféomorphismes de S , muni de la topolo-

gie C e . 

Soit (E ' ,E ) l ' e space des plongements de l ' hémisphère nord fermé de 
n n 

S dans S qui conservent l 'or ientat ion; (E ' ,E ) est muni de la topo-
logie (Cw , C ). Ecr ivons la suite exacte re la t ive à cet te espace (cf. 

n 1, p ropr ié té 3 ; le point de base est p r i s à l 'applicat ion identique): 

(1) . . . . - * A.(E»,E) >—.> TT.(E) - ^ M. (E ' ,E) —=> A J E ' . E ) - ) 
i i ' i î - l 

. . . ->> ir0 ( E ) — ^ y ^ ( E ' , E ) . — > o. 

On va donner succesivement une in terpré ta t ion de chacun des t e r m e s de 

cette suite. 

Ie) In terpré ta t ion de "7Tj (E). 

On fibre E en associant à chaque plongement son 1-jet au n'oie 

nord. Cette fibration est localement t r iv ia le (cf. [ l j , p. 318). Sa fi

b r e est le sous -espace de E formé des plongements qui sont tangents 

à l 'appl icat ion identique au pole nord; elle est acyclique en toute d imen

sion (cf. IIJ , p. 336, prop. 8). Sa base s ' identifie à l ' e space des n - r e -
n 

pè r e s d 'or ientat ion posit ive de S ; d'où un i somorphisme canonique: 

(2) -TT.(E) ^ 'TT .(S 0 (n+1) ) pour tout i > 0. 

2®) In terpré ta t ion de M i ( E ' , E ) . 

Soit (G', G) le groupe des difféomorphismes de S qui conse r 

vent l 'or ienta t ion; soit (H', H) le groupe des difféomorphismes de D 
n-1 

qui sont tangents à l 'applicat ion identique le long de S 
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On a une fibration homogène: 

(E ' ,E ) 9c (G ' ,G) / (H ' ,H) 

Or l ^ (H ' ,H) = 0 pour tout i ^ 0 (puisque (H', H) est p r e 

sque cont rac t i le , cf. n ° l , p ropr ié té 4 e ) ) . Donc iU (E ' ,E ) Oc f\{G\G) 

pour tout i > 0. D 'après le l emme c i - d e s s u s , (G', G) est p resque i - l o -

calement connexe pour tout i ^ 0. Donc finalement: 

(3) /U.(E' ,E) ^ TT^G») pour tout i ^ 0. 

3 ) In terpré ta t ion de /\ f (E ' ,E) . 

On ut i l ise une cascade de fibratiohs dont le principe est dû à Smale 

(cf. par exemple Thom ^4j ). Smale a appliqué sa méthode au calcul des 

groupes d'homotopie des espaces d ' immers ions ; pour que cet te méthode de 

vienne applicable aux espaces de plongements , il est essent ie l d 'opére r en 

homotopie locale. 
n n 

On cons idère la boule D , canoniquement plongée dans R , où 
les coordonnées sont (x.,, X2,. . . *x_); 2 est un nombre s t r i c t e m e n t > 0 , 

a s sez petit pour que le cube [- £ , +£ 7 so^ in té r ieur a D . 
(? n ~~ 

On appelle: v ^ la pa r t i e de D définie par x^ £ t 
Ql la pa r t i e de D définie par | x^ | <: ̂  

P a r r é c u r r e n c e , on définit comme suit (?i et Q, pour 1 ^ j £ n: 
/O 

0 .: est la pa r t i e de Q \_\ définie par XJ ^ 2 

D j est la pa r t i e de ty -j_i définie par |x,- I < 2 
On notera que y n est le cube / - £ , +£ j 

Soit (P'-j* P-;) l ' e space de tous l e s plongements de v . dans 

D qui sont tangents à l 'applicat ion identique le long de (/ • f \ S ; 

une fois les angles a r rond i s , \j . est difféomorphe à une demi-boule 
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fe rmée , de so r t e que, d ' ap rès le n" 1, p ropr ié té 4*), exemple 3, 

A ^ P ' j , Pj) = 0 pour tout i "ï 0. 

Soit (Q'p Q-j) l ' image canonique de (P ' - , P^) dans l ' e space des 

plongements de Q- dans D ; on a une fibration canonique (du type b) 

cons idéré au début du n° 3): 

(P ' . , P.) > ' ( Q f . , Q.) ; on note sa fibre ( F ' . , F . ) . 

La suite exacte d'homotopie locale donne: 

(4) A . ( F ' . , F.) cZ À . . (Q' . , Q.) pour tout i > 0. 

Or F-jj s ' identifie au groupe H. 

D 'au t re par t , soit Q . l 'espace" de tous les plongements de Q * 
n J /o A n-1 4r4i 

dans D qui induisent l ' identi té sur y ^ ' ' S ; et soit Q.; le 
sous -e space de Q i formé des plongements qui induisent l ' identi té sur 

Vj ,'+]_. En ra i son du c a r a c t è r e faiblement local des groupes A j , on a: 

À i (F?j+1> F j + i ) ^ Ai ( Q ^ 1 , Qj** ) pour tout i >̂  0; puisque Q * * 

s ' identifie à la fibre de la fibration canonique Q j ——>> P-+i> o n a : 

i (Qj , Q-; ) ^ Aj_ (Q-: ' , Q -j) pour tout i ^ 0; enfin, comme 

Q j est ouvert et fe rmé dans Qj, il r e su i t e de la p ropr i été 2 du n 1 

qu'on a: X: (Q. ' , Q*_.) rt X • (Ql, Q.) pour tout i ^ 1. D'où finalement: 
J J x J 3 ^ 

i '3+1* j+l 

I À J Q ? ' , Q*) pour i = 0 . 

Donc compte tenu de (4) c i - d e s s u s : 

A i (Q*r Qj) ^ J A . J (Q- Q ) pour i > 1, 

A^Q*_'i * Qj^) P° u r i = °-
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On a donc les isomorphismes suivants: 

A 2 (Q'n . Qn) * X x ( Q ^ , Q ^ ) * A X _ ' 2 • Qn-2> 

> n-1 ( Q ' n ' V * A n . 2 ( Q ' n . r V ^ 4 < < ' > « l ' 

A n ( Q ' n ' Q n ) S " ^ ( Q ^ . Q ^ ^A^H' .H) 

A n + l ( Q ' n ' V * A 2 ( Q r Q l » - V 1 1 ' ' H ) 

A n+p <«'n' Q n ^ * A ( Q ^ ) * Ap(H'.H) 

Or, du point de vue C -local, (Q'n , Qn) s'identifie à (E', E). 

D'autre part, on sait que /^(H',H) £ TT^(H) pour tout i ;> 0 (puisque 

les f* ^H'^H) sont nuls); et il résulte de £ 1J , p. 341, proposition 11, 

qu'on a pour tout i ^ 0: T t(H) £ T ^ G , SO(n+l) ), 

0 (Q ' l , Q i). 
U & n-1 n 

Soit (A , A ) l 'espace de tous les plongements de D dans D 
n-2 qui sont tangents à l'application identique le long de S . On a une fibra-

tion canonique: (Q } Q * ) •—•> (A , A ); les A . de la fibre sont 
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nuls pour tout i ^ 0; on a done: A .(Q . , Q ^) ^ - ^ A ( A , A ) pour 

tout i ^ 0. Comme (A , A ) est p resque contrac t i le , s e s A ^ 

« ^«wx*»^^w«- ~ .. ., ~v~~ *««.—*~w«-. o (Q i* Q i ) ^ 7£(A j ). 

Or pour n f 4, //^ (A ) s ' identifie canoniquement au groupe P . 

(Ceci est une conséquence facile du fait que pour ces d imensions , la "conjec

tu re de Scho'nflies differentiable" est v r a i e , au t rement dit, pour tout plon-

gement d i f f e r e n t i a t e de S dans R ", l ' adhérence de la composante 

connexe bornée de R - f (S ) est difféomorphe à D ; ce résu l ta t 

a été démontré pour n ^ 5 par Smale; cf. l 3 J ). 

On a donc, en r é s u m é : 

A . (E ' ,E ) ^ 7T. (G, SO (n+1) ) pour i > n 

(5) 
pour 0 <C i C n -1 

(E»,E) = 0 

En repor tan t dans la suite exacte (1) l es r é su l t a t s de (2), (3) et (5), 

on obtient l e : 
(2) 

Théorème 4. Soit n une dimension où les conditions 1 ) et 

?. ) du début de ce n sont r emp l i e s ; soit (G1, G) le groupe des difféomor 

ph ismes de S qui conservent l 'or ientat ion; soient Q i l e s espaces 

définis c i - d e s s u s . On a une sui te exacte: 

(2) 
(Note rajoutée sur ép reuves ) . Le théo rème 4 peut ê t r e amél io ré 

comme suit: 
Sous les hypothèses du théorème 4, on a des igomorphismes canoniques 
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~> ~K (G,SO(n+l)) —>T(SO(n+l))—>T.(G')-—> ^ , (G, SO(n+l))~9> . . . 
l - n l l i - n - 1 

^ > 7T(G,SO(n+l)) - ^ 7 T ( s o ( n + l ) ) — > T (G*)—> f1 n
J„_x> 77" (SO(n+l))-^> 

^ ^n-KG') ~ > A 0 ( Q * V ) . . . -^ ' ^ (SO(n+l ) ) ->T(G•) ->^(Q^ , Q* ) 
1 1 1 1 n - 1 n - 1 

—> 0 —5>1^(G»)—> 0 

Si en plus (comme c 'es t le cas pour n = 3), le groupe G est dense 
n n 

dans le groupe. les homéomorphismes de S sur S conservant l ' o r ien 
tation, on peut / dans la sui te exacte c i -dessus , r emp lace r G" par ce grou 

pe d 'homéomorphismes (cf. I 2J ). 

TT.(G',SO(n+l)) &ff. „ (G,SO(n+l)) 

r 

r 
i - n 

n 

pour i ^ n + 1 

pour i n 

A , ( Q * '• , , Q * ' . J Pour 0 < i < n - 1 ° n - i - 1 n - i - 1 

Démonstrat ion. On r e m a r q u e d 'abord que, d ' après le l emme de 
cinq, pour tout espace bitopolôgique (E ' ,E ) tel que JU^E^E) ^ "TT^E') 
pour tout i > 0, on a auss i , pour tout i J£ 1, un i somorphisme cano
nique A i _ i ( E ' , E ) ftrTT^E', E), où " f l ^E^E) désigne le i - ème grou
pe d'homotopie de l 'appl icat ion d'injection E —^ E ' . 
On conidére ensuite le d i ag ramme commutatif canonique 

SO(n+l) 

i 
E -> 

G' 
4r 
E ' 

Les flèches ve r t i ca les induisent des i somorph i smes sur les groupes d 'ho
motopie: c ' e s t c lass ique pour la flèche de gauche , , et pour la flèche de droi
t e , cela r é su l t e du théo rème 2 et du 2b du théorème 3. Donc, d ' après 
le l emme de cinq ; on a un i somorphisme canonique IF ^(E' ,E) r^ 
'• TT*i(G', SO(n+l)), ce qui, compte tenu de (5), achève la démonstrat ion. 
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