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INVARIANTS DES PAIRES D'ESPACES.

APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE.

J. Cerf (Nancy)

Introduction. Soit V une variété compacte de classe C(b; le grou-

pe de tous les difféomorphismes de V est muni naturellement de deux to-
pologies: la topologie Cm, ou topologie de la convergence uniforme des dé-
rivées de tout ordre 7 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G);
et la topologie c® , ou topologie de la convergence uhiforme (muni de cet-
te topologie, qui est moins fine que la précédente, on note ce groupe G').
Lorsque G a un bord, le groupe qu'on considére est celui des difféomorphi
smes qui sont tangents d'ordre infini & 1'application identique le long du bord.
Prenons l'exemple V = p" (disque fermé de dimension n). La

classique rétraction d'Alexander montre que G' est contractile; donc

TI'; (G') = 0 pour tout i} 0. Par contre, on sait depuis Milnor qu'en

général ‘Tfa (G) n'est pas nul; toutefois la rétraction d'Alexander montre

que tout i-lacet de G est homotope & un i-lacet arbitrairement petit au sens

de G'; dans ce cas les groupes /\ i ("groupes d'homotopie locaux'), qu'on
définira, sont canoniquement isomorphes aux groupes TTi (G). Ceci est du
évidemment au fait que Dn est contractile; en général, on obtient une suite
exacte reliant les groupes )\ Y les groupes Tl'l (G), et certains groupes
i\Ai qu'on définit: dans certains cas, ces groupes }Vi s'identifient aux

groupes Ti (G").

Dans une premiére partie (n. S 1, 2 et 3), on fait uné étude, d'un ca
ractére général, des groupes /\ ; et }‘w i on établit notamment le théore
me d'isomorphisme entre les groupes \\'\i et les groupes d'homotopie fai-

bles pour les espaces ''presque localement connexes en toute dimension''.
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Dans une second partie (n, 4), on applique ces résultats & certains
espaces de difféomorphismes; on cherche d'une part & obtenir des renseigne-
ments sur leurs groupes ,Wi’ et d'autre part & montrer que ce:s espaces
sont ""presque localement connexes', de sorte que, d'aprés la premiére par- |,
tie, leurs groupes I\Ai s'identifient & leurs groupes d'homotopie faibles.
1. Définition et premiéres propriétés de groupes \ i et ;.

_ i
On appellera espace bitopologique (E', E) un espace muni de deux

topologies telles que celle de E (dite ''topologie forte') soit plus fine que
celle de E' (dite "topologie faible').

On appellera paire topologique un couple (A, B) d'espaces topologi-

ques, tel que B s'identifie & une partie de A, munie d'une topologie plus
f_1£1_e___ que celle induite par A. A la paire (A, B’) est canoniquement asso-
cié un espace bitopologique, qu'on note (B', B). (B' s'identifieda B com
me ensemble et sa topologie est celle induite par A).

Soit (E', E) un espace bitopologique; un chemin presque continu

dans (E', E) est une application X : [O, 1] —> E, faiblement conti-
nue sur [O, 1] , fortement continue sur ]0, 1] . On note 21 (E', E)

~

(ou, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, 2. (E), ou m€me 2 ) le

space des chemins'presque continus dans (E', E), muni de la topologie sui-

vante: la topologie borne supérieure de la topologie de la convergence unifor-

me des applications LO, 1] —> E', etdela topologie de la convergence uni
forme sur tout compact des applications ]0, 1] —> H.

Soient x et y deux points de E; on utilisera les sous-espaces

suivants de 2

“~r

ix (chemins d'origine x)
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(chemins d'origine x et d'extrémité y)

sera noté {2 X (espace des lacets presque continus

d'origine x)

On convient de noter encore x 1le chemin constant en x.

1
Définitions. ) On pose:

1) Pourtout i3> 0 : 'Tl"i ( > L (ELE)x) = A . (E', Ex)
(i-éme groupe d'homotopie local de (E', E) au point x).
2) Pourtout i 21 : -Tri—l ( .Q < (BE', 'E);x) = /""i (BE', E;x)

(i-éme groupe d'homotopie mixte de (E', E) au point x).

Propriétées - ( (E', E) désigne un espace bitopologique et x un

point de E)

1) Caractére local des A ; Soit (V', V) un voisinage faible de x;

par homothétie, tout compact K de Z.X (E', E) se rétracte dans
- o v

Zx (V', V), de facon que K [\ ZX (V', V) reste dans SX' (vr, v);
donc 1'application canonique: T ; ( > « (V', V);x) —> Tri ( 2 < (E', E);x)

est un isomorphisme; d'ol l'isomorphisme:

>\ (V'L Vi x) PEEN /»\i (B', E; x).

Donc plus généralement: soit (U', U) un autre voisinage faible de x;

AV, V; x) et )\i (U', U; x) sont canoniquement isomorphes.

[

2) Soit F une partie ouverte et fermée de E (autrement dit, fortement

ouverte et fermée), et soit x & F. Alors, pour tout i > 1, >\i(F', F; x)

(resp. }h ; (F', F; x)) s'identifie canoniquement a )\i (E', E; x)

1)

Je dois & M, B. Morin de m'avoir signalé que les définitions données en
{_2] pouvaient ®tre mises sous cette forme trés maniable,
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(resp. rki (E', E);x)).
(En effet, pour i3> 1, un '"i-lacet local" et un "i-lacet mixte' ont
des images fortement connexes).

3 ) La suite exacte et la suite exacte complétée.

Le lemme suivant se démontre exactement comme un lemme (bien connu)

de Serre:
Lemme. L'application canonique Zx (B', E; x) —> E (qui & tout che-
min presque contenu d'origine x associe son extrémité) est une fibration

de Serre, de fibre -O.X (E', E; x). (On notera que cette fibration n'est pas

surjective en général. )

La suite exacte d'homotopie de ce fibré donne immédiatement la suite

exacte:
m, . o = A ELER) DT (Ex) —> e (B Eix) >
-'""‘>>‘i | (BLEx) —> e =D fil(E',E;X) —> A(E',E;x) —> T_(E;x)
Définition de ﬁ"w (E',E;x). La relation "il existe un chemin pre-
sque continu d'origine y et d'extrémité y' ' n'est pas en général une re

lation d'équivalence entre points y et y' de E; lorsque c'est une rela-
‘tion d'équivalence, on peut définir /V'a (E',E;x): c'est 1'ensemble pointé quo
tient de E (pointé en x) par cette relation d'équivalence. Alors la sui-
te exacte (1) se prolonge naturellement comme suit:
() ... S ELER SAELER) > T, (Bix) —
———-D[%(E', E;X) = 0 /,
Exemple. La condition ci-dessus est remplie dans le cas d'un grou-

pe bitopologique (G',G). En effet, si & est un chemin presque continu

diorigine y et d'extrémité y', alors y'. 5-1. y est un chemin pre-
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sque continu d'origine y' ' et d'extrémité y. Etsi X' est un chemin
presque continu d'origine y' et d'extrémité y'", alors (- y"l. )(
est un chemin presque continu d'origine y et d'extrémité y'.

Un autre exemple sera donné plus loin ‘(20 du théoréme 3).

4 ) Chemins presque continus dans les espaces de lacets mixtes.

Outre la topologie dont on a. muni 'Qx’ considérons sur le me&me espace

la topologie faible _O.‘X (celle de la convergence uniforme des applica-
~ .

tions [0, 1] —> E', qui, par définition de _.O. <’ « est moins fine que

-~

1 ).

X o~
Soit A& ﬂx; supposons qu'il existe un chemin presque continu
dans ( _{ 2 'X, ﬂx), d'origine x, d'extrémité A ; autrement dit,

2
qu'il existe une application (Y : I —> E, faiblement continue, fortement

continue pour t > 0, telle que:

yeaxdohy u (drxn)=4x
(}/(’C, 1) = o (t) pour tout t ¢ I

Soit LP 1'application I2 S 12 défini par:

(1 - 2u (1-t),t) pour 0 £ u ¢ 5
L{)(t,u) =
(t, 2t (1-u) + 2u - 1) pour % fu <1

Alors X o (P définit un chemin continu dans ﬂ < d'origine x,
d'extrémité oA . Comme, pour i > 1, un i-lacet mixte s'identifie &
un 1-lacet dans un espace de (i-1)-lacets, on peut énoncer:

Soit 1 > 1; soit A un i-lacet mixte d'origine x dans (E',E).
Pour que ol soit homotope & 0, il suffit qu'il existe un chemin presque

continu d'origine x, d'extrémité A . Soit en plus &’ un tel chemin;
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N

il existe une homotopie de X & x ayant m€me image dans E que J/

Application: groupes /’Li des espaces presque contractiles.

Définition. Soit (E',E) un espace bitopologique; soit x € E.

On dit que (E',E) est presque contractile sur x s'il existe une applica-

tion h : E X I —> E, faiblement continue (i.e.,continue de E' x I

dans E'), fortement continue sur E x J 0, 1] , et telle que:

h(y,0 =y et hiy 1) = x pour tout y & E.

I1 est immédiat, compte tenu de ce qui précéde, que si (E‘,E) est

presque contractile sur x, alors ]‘ﬂi (E'",E;x) = 0 pourtout i >1
i PR

(et m€me pout tout i 2 0, si Mo existe).

Exemples.
1.‘ L'espace’ ix (E',E) est presque contractile sur le chemin
_ constant x, '

2. Le groupe (G',G) relatif a la boule (cf. Introduction) est pre-
sque contractile sur son élément neutre (donc sur chacun de ses points).

3. Soit § 1la demi-boule fermée nord de D°; soit (P',P) l'e-
space bitopologique des plongements Cm de 6 dans Dn qui sont
'Coo- tangents a 1'identité en tout point de 6) N Sn_l; (P',P) est presque
contractile sur chacun de ses points; dont tous ses /"L i sont nuls; mais
tous les Ti (P) sont nuls aussi (cf. [1] , II, 4.2.2); donc, d'aprés la
suite exacte (1'), ses groupes d'homotopie locaux sont tous nuls. l

4. Sila topologie de E' est grossiére, alors (E',E) est pre.-
sque contractile sur chacun des ses points. Les composantes connexes for-

tes des espaces de jets des espaces des plongements, munis de la topologie

quotient de la bitopologie (CY,C%), sont de ce type; (ceci est une généra-
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lisation de [1] , appendice au chapitre III).

5) Lacets forts qui sont homotopes & zero en tant que lacets mixtes.

Par un procédé treés analogue a celui utilisé ci-dessus (propriété 4° ) on
montre: Soit 1 22 1; soit H° un i-lacet d'origine x dans E (autre-
ment dit, un i-lacet fort). Si A est homotope & 0 en tant que lacet
mixte de (E',E), alors « est extrémité d'un chemin presque continu
d'origine x dans l'espace des i-lacets de E. Soit en plus J une ho-
motopie de A a o (en tant que lacet mixte) alors il existe un tel che-

. . ~ .
min presque continu ayant meme image dans E que d/ .

2. Le théoréme d'isomorphisme pour les paires presque n-localement

connexes,

Préliminaires: paires n-localement connexes: théoréme d'isomor-
phisme.

Notations. Soit A un espace topologique; on notera Zn (A)
: (4

l'espace des n-cubes'singuliers & valeurs dans A, et Zn (A) l'espace
{
des applications continues du bord z) In de Ir1 dans A.

Définition 1. Soit (f,g) : (A,B) — (C,D) un morphisme de

paires topologiques. Soit x & A; on dit que (f,g) est faiblement ouverte

en x sipour tout voisinage U de x dans A il existe un voisinage
V de f(x) dans C telque g(UN B)D V(] D.

Définition 2, Soit f : A —> C une application continue. On

appelle relevée de f et on note S’l (f) (ou simplement 3’ (f) ) l'appli-

cation (canoniquement definie par f):
Zl Ay —> = fl (C), ou Zl}_ (C) est le sous-espace de

21 (C) x A x A formé des triples ( }( x,y) tels que 2[0 = f (x)
et K1 = f (y).
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Pour un morphisme (f,g) de paires topologiques, le relevé Sl(f, g)

est par définition ( ?1 (f), gl (g) )

On note S’z (f) 1le relevé de ° S’l (f), etec.
Définition 3. Soit (f,g) : (A,B) —> (C,D) un morphisme de

paires topologiques. Soit x & A; sile n-&me relevé S’n (f,g) est fai-

blement ouvert en x, on dit que (f,g) est n-localement connexe (n-l.c.)

en X,
| Exemples. Soit (f,g) le morphisme (A,B) — (0, 0), ou 0
est un espace ayant un seul point (évidemment, (f, g) est bien déterminé
par la donnée de (A,B) et de 0). Sbit x € A; dire que (f,g) est fai-
blement ouverte en x, c'est dire que B est densedans A en x, au-
trement dit que x € B.
Le relevé S’l (f,g) estle morphisme ( 2 1(A), ZI(B)) >
—> ( i l(A), il(B)) canoniquement défini par f; et plus générralement
gn (f,g) estle morphisme ( X7(4), Z"(B)) — ( s"(a), g.n(B))
canoniquement défini par f, La n-locale connexionde (f,g) en x équi
vaut donc bien 4 la n-locale connexionde (A,B) en x, au sens ou elle a
été définie en [1] , p. 344
/ Lemme. Soit (f,g) : (A,B) —> (C,D) un morphisme de paires
métrisables. Si (f,g) et gl (f,g) sont ouvertes en tout point de Aj
alors S’l' (f,g) est ouverte en tout point de Zl (A). ‘
Ce lemme généralise 4 1a foisle 1) etle 2) dulemme 2 de [1],
p. 345; sa démonstration est trés analogue & celle du' 1 ) de ce lemme.

Application, Soit comme plus haut le morphisme (f, g):(A, B)->(0, 0)

défini par (A,B). Si B estdensedans A, etsi (A,B) est n-l c.

pour tout n 7 0, cela signifie que S3n (f,g) est faiblement ouverte sur
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A pour tout n> 0. On en déduit, par une suite d'applications dél lemme

S n

ci-dessus, que (f, g) est faiblement ouverte sur 2. 1(A) pour tout

nz= 1. Par récurrence sur l'entier n', on en déduit SJn(f, g) est faible-
!
ment ouverte sur Zn"(A), pour tout n' = 0 et pour tout n > n'.

+1
En particulier, pour tout n, S’n (f,g) et gn 1 (

f,g) sont
faiblement ouvertes sur Zn (A). On en déduit facilement (laz"\démonstra—
tion est analogue a celle du lemme 1 de [1] , p. 345) que tout élément A

de S"

chemin continu, au cours duquel le bord de  reste fixe, et qui aboutit

(A) dont le bord est un élément de Zn (B) est origine d'un

a4 un élément de Zn (B). On a donc le résultat suivant (plus fort que ce-
lui de la proposition 1- de [1] , P. 345, en ce que l'hypothése 3 de cette
derniére est superflue):

Théoréme 1. Soit (A,B) une paire métrisable; si B est dense

dans A, etsi (A,B) est n-l.c. pourtout n 2 0, alors, pour tout

x € B, 1'application canonique.

Tn (B;x) — T (A;x)

n
est un isomorphisme pour tout. n 2 0.

Paires presque n-locagement connexes. Théoréme d'isomorphi-

sme.

Définition. Soit (A,B) une paire topologique, et soit x € A, On

dit que (A,B) est presque localement connexe par arcs (p.l.c.a.) en x,

ou encore presque 0-localement connexe en x, si pour tout voisinage U

de x dans A, il existe un voisinage V de x dans A tel que pour
tout couple (y,z) de points de (V /N B) il existe dans U N B un che -~
min presque continu d'origine y et d'extrémité z.

Pour n 7 1, on dit que (A,B) est presque n-localement conne-
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xe (p.n-l.c.) en x sipour tout voisinage U de x dans A, il exi-
ste un voisinage V de x dans A tel que tout n-lacet mixte de V/) B
soit homotope & 0 (avec .origine fixe) dans U [\ B.

Remarques., 1) Sauf pour lecas n = 0, le n-locale connexion

n'entraine pas la presque n-locale connexion. ~
2) Pour n 7 1, si (A,B) est p.n-l.c. en x, alors _/2 <
est (n-1)-l.c. en x. La réciproque n'est pas exacte en toute généralité;

mais elle est vraie en particulier lorsque (A,B) est un espace bitopologi-

que homogene.

3) Si un espace bitopologique (E',E) est presque contractile sur
un de ses points x, alors il est p.n-l.c. en x pourtout n 2 0. (C'est
une conséquence de la propriété 4 du n°1 ).

Lemme. Soit (A,B) une paire métrisable.

~

1) Soit Sl (f, g) 1'application canonique:
( =ta), Sle) —= ( =ha), =lm)

Si B estdenseet p.l.c,a. dans A, alors - S’l (f, g) est faiblement

ouverte,
2) Si (A,B) est p.n-l.c. et p.(ntl)-l.c., alors ( 1 (f, g)

est n-1. c.

o~

Corollaire. 1) Sous les hypothéses du 1), > 1 (B) est dense
dans Zl (A); pour tout x & B, Zi (B) est dense dans Zx (A),

~\

et Jlx (B) ‘est dense dans -QX (A).
2 ) Sous les hypothéses du 2 ), S 1(B) est n-1.c. dans 2 1(A);

pour tout x € B, Zi(B) est n-1.c. dans Z_X(A), et .,Q-X (B)

est n-1.c¢. dans ._QX(A).
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Principe de la démonstration du lemme. 10) Soit & approcher un

élément o/ de L 1 (A) par un chemin presque continu /f d'origine
x (proche de A, au sens faible) et d'extrémité y (proche de ¢
au sens faible). On construit une suite finie x = x, Xl’ XZ’ ..... ,X =,
telle que deux x; consécutifs soient proches l'un de l'autre, et que, pour

tout i, X, soit proche de O(i/p (tout ceci au sens faible). On joint

kN

X, & x parun petit chemin presque continu; sur ce chemin on choisit en-

suite x'l, arbitrairement voisin de xl;

un petit chemin presque continu, et ainsi de suite.

puis on joint X, a X'l par
2°) La démonstration est analogue & celle du 1°); elle utilise la pro
priété 5° du n®1.

Application. Soit (A,B) wune paire métrisable; si B est dense

dans A, et sipourtout n 2 0, (A,B) est p.n-l.c., alors, d'apres le

corollaire ci-dessus, pour tout x & B, -0-X (B) est dense et n-l1,c. dans

L

ﬂx (A) pour tout n 2 0. Donc d'aprés le théoréme 1, Tn( _QX(B);x)

est canoniquement isomorphe a Tn( fZX(A);x) pour tout n 2 0. D'au-

"8tre joints par un che-

tre part la relation (entre couple de points de B)
min presque continu'' s'identifie d'aprés le 19) du corollaire & la relation
'"8tre joints par un chemin faiblement continu''. Donc:

Théoréme 2. Soit (A,B) une paire métrisable. Si B est den-

se dans A, et si, pour tout nz 0, (A,B) est presque n-localement con

nexe en tout point de A, alors l'homomorphisme canonique:

!V N (B', B; x) —> Tn (A x)

est un isomorphisme pour tout n » 0, et pour tout x & B.

Corollaire. Sous les hypothéses du théoréme, 1'homomorphisme ca-
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| nonique "ITn (B'; x) ——> 7Tn (A, x) est un isomorphisme pour tout n 2 0.

3. Propriétés relatives aux fibrations.

On s'intéresse aux types suivants de fibrés bitopologiques :

a) les espaces homogénes bitopologiques: (B', B) = (G', G)/(H', H),

ot H' estun sous- groupe fermé de G' (et par conséquent, H un
sous-groupe fermé de Q).

b) les paires d'espaces homogénes bitopologiques d'un mé€me grou-

pe: H' et K' sont deux sous-groupes fermés de G' tels que
K' ¢ H' C G', et on considére la fibration de (G',G)/(K',K) sur
(G',G)/(H',H) de fibre (H',H)/(K',K).

Pour les propriétés dont on aura besoin, le cas vb) se rameéne sans
difficulté au cas a), .auquel on se bornera dans la suite:

Les fibrés qu'on considére sont ''fortement de Serre''; le plus sou-
~vent, il s'agit meme de fibrés ''fortement localement triviaux'. (Cette der-
niere condition est remplie dans le cas des espaces de plongements, cf. [1_7 s
p. 294, corollaire 2).

Si (B',B) est un espace homogéne bitopologique, fortement locale-
ment trivial, alors Zn (G) est fibré localement trivial sur Zn (B),
qui s'identifie & 1'espace homogene > n (G)/ Zn (H). Par contre, si on
note Z'n‘(G) 1'espace Zn(G) muni de la topologie faible, c'est-a-di-
re celle induite par 2 n (G'), alors Z'n (B) ne s'identifie pas on gé-
néral au quotient Z'n (G)/ Z:'n (H); pour qu'il en soit ainsi, il faut et
il suffit évidemment que 1'application canonique Z’n (G) — > n (B)

soit ouverte; on dit alors que la fibration ''reléve les petits cubes'' (cf. [1] ,

p. 353). Une autre propriété qui nous intéresse ici est le ''relévement des

chemins presque continus''. Or le critére donné en [1] , p. 355, prop. 2,
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pour le relévement des petits cubes, est aussi valable pour le relevement
des chemins presque continus (il suffit de compléter trés légérement la dé
monstration). De facon précise, on a le:

Lemme. Soit (B',B) = (G',G)/(H',H) un espace homogéne bitopo-
logique, métrisable, et tel que (H',H) soit presque localement connexe
par arcs. Alors:

1) Sicette fibration est fortement de Serre, elle reléve les chemins

presque continus.

2 ) Sielle est fortement localement triviale, elle reléve les petits

n-cubes pour tout n 7 0.

1
Corollaire. Sous les hypothéses du 2%y, Z n (B), Zn (B))

s'identifie (pour tout. n 3 0) & l'espace homogéne.

1 1
( 2 n (G), =n (G))/( 2 n H), =2 n (H) ); en plus, la fibration corre-
spondante est fortement localement triviale, de fibre presque localement

connexe par arcs, de sorte qu'elle reléve les chemins presque continus.

De ce lemme et de son corollaire on déduit le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soit ‘(B',B) = (G',G)/(H',H) un espace homogeéne bi-

topologique, métrisable, fortement localement trivial, et tel que (H', H)

soit p.l.c.a. en e,

c . . . .
1") 11 existe une suite exacte d'homomorphismes canoniques:

(2) ... —é}\n(H',H;e) —_— )\n(G',G;e) - }\ n(B',B;e) —

—_ }\n__l(H',H;e) —_ . v-—‘>)\v(G‘,G;e) —_— Ao (B’,B;e) > 0

2) _/U‘O(B', B;e) existe, et on a une suite exacte d'homomorphi-

smes canoniques:
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(8) ... —>f (H He) —D K (G.Ge) —> M(B',Be) —>
—p /L;l—l(H"H';e) — PN — /t‘,(G"G;e)‘—"’D /"»‘,,(B',B;e) _ 0

f1es

'3) Si (G'.,G) et (H',H) vérifient la condition "'€tre presque

n-localement connexe pour tout n 2‘0f', il en est de méme de (B', B).

Méme résultat en permutant les réles de (G',G) et (B',B).

Démonstration. 1) Considérons la fibration canonique:

la g N

(4) D.e(G',G) LD Z(B',B), de-fibre ZG(H',H).

Elle est surjective d'apres le ‘18 du lemme; elle est de Serre d'apreés le
corollaire; il suffit d'écrire sa suite exacte classique d'hemotopie.
2 ) Notons d'abord les deux propriétés suivantes du relévement des
chemins presque continus dans un espace homogeéne bitopologique:
~ *
(a) Soit A E"De (B',B); soient /3 et F deux relévements
X
de g( ; leurs extrémiiés /3 1 et’ ﬁ 1 sont presque homotopes dans
* P -1
! i = )
(H',H). (I1 suffit en eft_‘st de poser ()/ ¢ [3 ¢ ¢ [Sl)
(b) Soit o € 'Qe (B',B); soit [3 unrelevement de o ; sillex-
trémité /31 de [3 est presque homotope & e dans (H',H), alors
; *
- il existe un relévement /8 de £ tel que pl = e. (Soit en effet d/
un chemin presque continu dans (H',H), d'origine e et d'extrémité
F' on pose ?f_l P = P* )
17 On P ' ' |
Ceci dit, considér{‘vons la fibration canonique:

N

(5 L (e.a) -‘>fle(B',B), de tibre (L _ (H',H).

Cette fibration n'est pas surjective en général; soit L) son image. Soit
ol un n-cube fort dans ) e(B',B); A s'identifie & un élément ol de

1 ~ ~
..Qe( > n(B), in(B) ); ol se reléve en un élément [3 de
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;e( - 'n(G), Z n(G)), qui s'identifie & un n-cube fort F (égns

Ze(G', G). Supposons maintenant que G soit & valeurs dans N R
alors o (0) (image par A de 1'origine de In) peut se relever en un
élément de -2 e(G',G). Donc, d'aprés la propriété (a) ci-dessus,

T% (0) aboutit & un élément de H qu1 est presque homotope & e dans
(H',H). Il en résulte facilement que [3 aboutit & un élément de 2.
qui est presque homotope & e dans ( Z 'n(H), 2 (H)). Donc, d'apres
la propriété (b), il existe un relévemex}’i fb’* de 2( qui aboutit & e;
ri’x s'identifie & un n-cube fort dans ‘Q- e(.G’, G), qui est un relévement

de A . Ainsila fibration (5) est de Serre; si onh écrit sa suite exacte

d'homotopie, on obtient la suite (3), mais seulement jusqu'a:

———“;/"Ll(G',G;e) —>  }, (B Bse)

On la compleéete & droite sans difficulté a 1'aide du lemme, et des proprié-
tés (a) et (b) ci-dessus. ~ A
3) Tout élément  de _Q (B' B) qui est petit au sens fai-
ble se reléve en un élément p de Z (G',G) qui est petit au sens fai
ble; 1'extrémité de ﬁ peut donc @tre jointe & e par un petit chemin
presque continu; l'argument utilisé pour déinontrer la propriété (b) ci-
deisus prouve alors que [3 peut se relever en un petit élémer{c de
._Qe(G',G). L'application (5) est donc ouverte; sa fibre _Qe(H',H)
est presque localement connexe; elle vérifie donc le relévement des petits
cubes. On est donc ramené & un probléme analogue, iz‘*elatif a la n-conne-
xion locale au lieu de la presque n-connexion locale; on peut alors appli-
quer le lemme de [1] , p. 357. (Comme au 2¢ ), on montre & part, sans

difficulté, la presque n-locale connexion pour n = 0 et 1).
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4. Application aux groupes de difféomorphismes et aux espaces de prélon-

gements.

On se place dans une dimension n pour laquelle on suppose rem-
plies les conditions suivantes:

1) Les groupes de difféomorphismes des variétés compactes de
dimension 1n sont presque localement connexes par arcs.

2 ) Les fibrations de ces groupes définies par restriction aux sous-
variétés de codimension 1 sont ouvertes au sens C¥.
Ces conditions sont certainement remplies pour n = 3, et il semble ac-
tuellement raisonable de conjecturer qu'elles sont vraies pour n 2 8.
9

Lemme. Si n esttel que les conditions ') et 2% ci-dessus

soient remplies; alors, pour tout sP x DY tel que p+4qg = n, le groupe

bitopologique (G'p, Gp) des difféomorphismes tangents a 1'identité le long

du bord sP x Sq—l’ est presque i-localement connexe pour tout i 2 O.
Démonstration. Soit E,  ; l'image canonique de G dans 1l'e-

p p
space des plongements de Sp"1 x D dans SP x D9 (Ep~1 est défini

pour 1 £ p £ n). Doit Fp 1'image canonique de Gp dans l'espace

des plongements de sP x Dq'1 dans SP x D? (F est défini pour

p
0 £ p £ n-1). On a les fibrations suivantes:

—_—
Grp Ep—l , de fibre notée Hp (1 £ p £ n)

G ..—» F , de fibre notée Kp (0 « p £ n-1)

Hp est le sous-groupe de Gp formé des difféomorphismes de sP x pd

qui induisent 1l'identité sur sP-1 & DY  en fibrant Hp sur 1l'espace de

ses jets le long de Sp~1 x D9 on voit (compte tenu de 1a'propriété des
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espaces de jets signalée plus haut, n’ 1, propriété 4* ), exemple 4) que
Hp
connexion; donc Hp est p.i-l.e. pour tout i. De maniére analogue,
on voit que Kp a méme comportement (au point de vue de la presque

a mé‘me comportement que G, au point de vue de la presque locale

locale connexion) que Gp X Gp.

v -1
Soit d'autre part Wp un voisinage tubulaire de sP x p dans

3

+ _ - R
sP 1 x DY 1, Wp est difféomorphe & sP x pl 1x Dl; identifions
Fp a 1l'espace des plongements de sP X Dq_1 dans Wp qui se prolon-

gent en un difféomorphisme de Wp induisant 1'identité sur le bord. Soit

E; (resp. F;) 1'espace de tous les plongements de sP x Dq—l dans

sPtl x pg-1 (resp. Wp) qui sont tangents & 1'application identique

le long de Sp-1 X thl. Tout élément de E; qui est dans la composan
te connexe forte de 1'application identique est dans E;;; donc la composan-
te connexe forte de 1'identité dans Ep coincide avec celle de E; De

~ *
meme pour Fp et Fp ; (Fp
nexe de l'identité dans F;). Donc, en ce qui concerne la presque i-loca-

le connexion pour i > 1, Ep et Esd'une part, Fp et F; d'au-

tre part, ont méme comportement; en plus F; est faiblement ouvert

A
dans Ep, donc F; et Eg ont méme comportement; donc finalement
E, et Fp ont m&me comportement,

est méme exactement la composante con-

p
En resumé, on a en appliquant le 3° du théoréme 3 aux deux fibra-

tions ci-dessus, les implications suivantes:

Gp p.i-l.c. pour tout i =T=> Fp p.i-1. C. pour tout i

— Ep p.i-l.c. pour tout i —> Gpyy P-i-loc.

pour tout i.
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D'olu le lemme, puisque G est presque i-localement connexe pour
tout i.

Application au groupe des difféomorphismes de Sn, muni de la topolo-

A\

gie C".
Soit (E',E) 1l'espace des plongements de 1'hémisphére nord fermé de

Sn dans Sn qui conservent l'orientation; (E',E) est muni de la topo-
logie (c’ ,C(Q ). Ecrivons la suite exacte relative & cette espace (cf,
n’1, propriété 3% le point de base est pris a l'application identique):

1) ... > AEE) — TE) -S> pELE) > A (ELE)—

ce. = T, (E) —» /MO(E',E)_——) 0.

On va donner succesivement une interprétation de chacun des termes de

cette suite.

1°) Interprétation de 1 ; (E).

On fibre E en associant & chaque plongement son 1-jet au pble
nord. Cette fibration est localement triviale (cf. [1:( , 4p. 318). Sa fi-
bre est le sous-espace de E formé des plongements qui sont tangents
4 1'application identique au pole nord; elle est acyclique en toute dimen- ‘

sion (cf. Zl] , p. 336, prop.8). Sa base s'identifie a 1'espace des n-re-

. . o n N . . .
péres d'orientation positive de S ; d'oli un isomorphisme canonique:

(2) Tri(E) ~ I i(S 0 (n+1) ) pour tout i 2 0.

29) Interprétation de /Mi (E', E).

Soit (G',G) le groupe des difféomorphismes de s qui conser -
vent 1'orientation; soit (H',H) le groupe des difféomorphismes de Dn
-1
qui sont tangents & 1'application identique le long de st
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On a une fibration homogéne:
(E,E) & (G',G)/(H' H)

Or f"i(H',H) = 0 pourtout i 2 0 (puisque (H',H) est pre-
sque contractile, cf. n°1, propriété 4°)). Donc /Ai(E',E) Ct/"‘i(G',G)
pour tout i 2 0. D'apreés le lemme ci-dessus, (G',G) est presque i-lo-
calement connexe pour tout i 2 0. Donc finalement:

(3) /ui(E',E) X Tri(G') pour tout i > O.

3%) Interprétation de A (B, E).

On utilise une cascade de fibrations dont le principe est dii & Smale
(cf. par exemple Thom [4] ). Smale a appliqué sa methode au calcul des
groupes d'homotopie des espaces d'immersions; pour que cette meéthode de
vienne applicable aux espaces de plongements, il est essentiel d'opérer en
homotopie locale.

On considere la boule Dn, canoniquement plongée dans Rn, ol

les coordonnées sont (Xl’ g, vy xn); ¢ est un nombre strictement>0,
assez petit pour que le cube [— 2, +2J % soit intérieur a Dn.
On appelle: 6)1 la partie de D" définie par x7 < 2
Ql la partie de p" définie par \xlls S
Pér récurrence, on définit comme suit y et Qj pour 1 £ j & n:
6>j est la partie de 0 j-1 définie par Xj £ bd
Q j estla partie de Qj-l définie par \xj | b4

On notera que Qn est le cube [— S ., +€] n
Soit (P‘j, Pj) 1'espace de tous les plongements de 6):] dans
- o) -1
p" qui sont tangents & l'application identique le long de r j n s" :

e
une fois les angles arrondis, \rj est difféomorphe & une demi-boule

i
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fermée, de sorte que, d'aprés le n” 1, propriété 4'7), exemple 3,

A (P, Py)
Soit (Q'j, Qj) l'image canonique de (P'j, Pj) dans l'espace des

plongements de Qj dans Dn; on a une fibration canonique (dutype b)

considéré au début du n® 3):

"j’ = 0 pourtout 12 0.

(P, P) —> ‘(Q'., .) ; on note sa fibre . (F',, F ).
J J J QJ J J

La suite exacte d'homotopie locale donne:
4 ! XA . -
(4) >\i(F . Fj) i+1 (Q 7 Qj) pour tout i 3 0.

Or F; s'identifie au groupe H.

D'autre part, soit Q*. l'espace de tous les plongements de Qj
dans D" qui induisent l'identité sur Qj N Sn—l; et soit Qj'Ht le
sous-espace de Q? forfné des plongements qui induisent 1'identité sur
G j+1- En raison du caractere faiblement local des groupes >\ i, on a:
At (Flap. Fi) ®A; @, QM) pour tout i 5 0; puisque Qj*

s'identifie & la fibre de la fibration canonique Q*j —_ P.+1, on a:

J
A ‘ - A . ¥
>\ i (ij* , Q;* y xX /\i (Q?‘ s Q¥j) pour tout i > 0; enfin, comme

Q*j est ouvert et fermé dans Qj’ il resulte de la propriété 2° dun®1

qu'on a: /\i (QJ*’ s Q*j) ’(‘\"/\i (Q;'i’ Qj) pour tout i = 1. D'ol finalement:
| T ff\t« H P Y
A ; (Fj+1’ Fj+1) , )E(Qj’ Qj) pour i > 1
)\O(Q;’, Q*j) pour i = 0

Donc compte tenu de (4) ci-dessus:

Q, ,) pour i> 1

1
j-1° 7j-1
* )

*I
)O(Qj_l 3 Qj_l

 @Le) x JA @

pour i = 0.
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On a donc les isomorphismes suivants:
MA@ Q) = 0
' o~ %! aF
M@ Q)R AR Q)
Ay @ Q)2 A @ e ) R AQ . Q)
' 1 ~ ' A “ ' *
M @ Q) AN L, @ . Q A sA@], @b
Ny @ QDL . &Al(Q',Ql)N/\o(H',H)
Mo Q' QDA 2@, Q)T A (H', 1)
)\n+p @, Q)™ i R )\p+1( 'l,Ql)&}A (H', H)

.....................................................................

.....................................................................

Or, du point de vue Co-local, (Q‘n, Qn) s'identifie & (E', E).

D'autre part, on sait que /\i(H',H) Ay 7Ti(H) pour tout i > 0 (puisque
les ["’ i(H',H) sont nuls); et il résulte de [11 , p. 341, proposition 11,
qu'on a pour tout i 2 0: T ;(H) @ T ;(G, SO(n+1) ),

Enfin, on peut donner comme suit une interprétation de /\O(Q'T, Qﬁ).
Soit (Pf‘ , A*) 1'espace de tous les plongements de Dn-1 dans D"
qui sont tangents & l'application identique le long de Sn—2. On a une fibra-

X! . X!
tion canonique: (Q 1 Q*l) —_D (A;‘ s A‘x ); les )\ i de la fibre sont
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X' ‘ * !
nuls pour tout i3> 0; on a donc: /\i(Q*l, Q*l) %/\i(A , A*) pour

tout 1 =2 0. Comme (A ', A’\t ) est presque contractile, ses A i
s'identifient & ses I ¥ donc finalement: /\0 (Q*'l, QAI) R 7(,(!—\*1 ).
Or pour n # 4, TC, (A*) s'identifie canoniquement au groupe ar
(Ceci est une conséquence facile du fait que pour ces dimensions,la ''conjec-

ture de Schonflies différentiable' est vraie, autrement dit, pour tout plon-

+
gement différentiable de Sn dans Rn 1, 1'adhérence de la composante
+ +
connexe bornée de erl 1 - f (Sn) est difféomorphe & Dn 1; ce résultat
a été démontré pour n 2 5 par Smale; cf. ES] ).
On a donc, en résumé: |
/\ i(E',E) & Wi n(G, SO (n+1) ) pour i< n
n
A_(ELE) AT

(5) X!

A (E,E) R A@) QY pour 0< i< n-1

n-i

)\O(E’,E) =0

En reportant dans la suite exacte (1) les résultats de (2), (3) et (5),
on obtient le:

Théoréme 4.(2) Soit n une dimension ol les conditions1l ) et

2 ) du début de ce n® sont remplies; soit (G',G) le groupe des difféomor -

. n . . . . ‘
phismes de S qui conservent l'orientation; soient Q*j les espaces

définis ci-dessus. On a une suite exacte:

5 ,
( zNote rajoutée sur épreuves). Le théoréme 4 peut etre amelioré
comme suit:

Sous les hypothéses du théoréme 4, on a des i&)morphismes canoniques:

e
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—> T (6,50(m+1) > T (s0m+1) = T (6) = 7 (G,50m+1)—> ...

i-n-1

.. —=> T (G, SO(n+1)) -———)‘77'n(SO(n+1))—~> 7rn(c;f')w» [ _.»77I’1 1(SO(n+1))
— Ty 16 ~—>‘)\;(Q’;1Q’1‘) ... T (s0m+1)) = T (G - A 1,Q
=0 =T @GHy—> o

Si en plus (comme c'est le cas pour n = 3), le groupe G est dense

. n n .
dans le groupe.les homéomorphismes de S sur S  conservant l'orien

—>

tation, on peut, dans la suite exacte ci-dessus, remplacer G' par ce grou

pe d'homéomorphismes (cf. [2} ).

.

T (6", s0m+1) & (T, _ (G,50(+1) pour i 3n + 1

pour 1 = n

)«a

Démonstration. On remarque d'abord que, d'aprés le lemme de
cing, pour tout espace bitopologique (E', E) tel que }iAi(E‘,E) X TH(EY)
pour tou}\ i 2 0, on a aussi, pour tout i 2 1, un isomorphisme cano-
nique i-1(E,E) R T4E',E), od T;(E',E) designele i-éme grou-
pe d'homotopie de l'application d'injection E — E'.

On conidére ensuite le diagramme commutatif canonique

SO(n+1) —> G
J Y
E — E!'

<i¢g -1
n11’n11) pour 0 £ i n

Les fléches verticales induisent des isomorphismes sur les groupes d'ho-
motopie: c'est classique pour la fléche de gauche (et pour ‘la fleche de droi-
te, cela résulte du théoréme 2 et du 2° du-théoréme - 3. Donc, d'apres
le lemme de cing, on a un isomorphisme canonique T ;(E', E) ~

~x Tri(G', SO(n+1)), ce qui, compte tenu de (5), achéve la démonstration.
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VARIETES FEUILLETEES

par André Haefliger (Genéve)

Le but de cex huit lecons est d'exposer, sans prétendre étre complet,
les principaux résultats (4 vrai dire fort peu nombreux) de la théorie des va-
riétés feuilletées créée par C. Ehresmann et G. Reeb. Sans viser & la gé-
néralité{la plus grande, nous nous efforcerons de bien dégager, par des exem
ples et dans les démonstrations, les notions fondamentales, celle d'holono-
mie par exemple qui est due & C. Ehresmann et qui est & la base de toute la
théorie.

Les 3 références de base sont

G. Reeb, Sur certdines propriétés topologiques des variétés feuilletées,

Act. Sc. et Ind., Hermann, Paris, 1952,
C. Ehresmann et Shih W.S., Sur les espacesfeuilletés: théoréme de stabi-

lité, C.R. Acad. Sc., Paris 243 (1956), 344-6.

A. Haefliger, Structures feuilletées et..., Comm. Math. Helv.
32, 1958, 248-329.

1. Définitions et exemples.

Disons qu'une application d'un ouvert d'un espace numérique réel
dans un autre est de classe r, ou r=o0, 1,2,...,n,..., 00 ou w ,
si elle est continue lorsque r = 0, sielle est r fois continiment différen-
tiable lorsque r estun entier >0 ou o0, sielle est analytique réelle
lorsque r estle symbole W

Un homéomorphisme local de R" (c. & d. un homéomorphisme d'un
ouvert de l'espace numérique réel Rn de dimension n sur un ouvert de

n . . o .
R') est dit de classe r siil est de classe r ainsi que son inverse,
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Une variété de dimension n de classe r est un espace topologi-
que V, séparé sauf mention explicite du contraire, muni d'un ensemble de
- cartes qui sont des homéomorphismes d'ouverts de Rn sur ouverts de
V., les changements de cartes étant des homéomorphismes de classe r
de Rn. |
Lies notions d'applications de classe r ou d'homéomorphismes lo-
caux de classe r s'étendent naturellement au cas des variétés de classe r.,
Une application f d'une espace topologique X dans un espace to-
pologique Y est localement un homéomorphisme si tout point de X possede
un voisinage ouvert appliqué homéomorphiquement par f sur un ouvert de Y..

1.1, Définition d'un feuilletage a l'aide des cartes.

Identifions l'espace numérique réel R" de dimension n au pro-
duit RP X Rn-p; désignons par x = (xl, cen ,Xp) les p premiéres coor-
données de R" et par y = (yl, coo ’yn~p) les n-p derniéres coordonnées.

L'exemple le plus simple d'une structure feuilletée de codimension
p sur Rn est celle dont les feuilles sont les (n-p) - plans paralléles au
sous-espace linéaire défini par x = 0. Un homéomorphisme local h de clas-
se r de cette structure (;' o est un homéomorphisme local de R" qui
préserve localement les feuilles: au voisinage de tout point (x,y) o h
est défini, 1'homéomorphisme h (x,y) = (x',y') s'exprime par des équations
de la forme:

X’

1
=
fuy
C)

(1)

y

1
=
Do
2
<

Remarquons que Hl est un homéomorphisme local de Rp de clas-

se T,
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Sur une variété V de dimension n et de classe r, une structu-
re feuilletée (ou feuilletage) 1\3’( de classe r et de codimension p, ou
de dimension p, est définie par un ensemble maximal (atlas complet) de
cartes hi qui sont des homéomorphisme;:s de classe r d'ouverts Ui
de R" sur des ouverts de V et qui vérifie les deux propriétés:

(i) les buts hi ('Ui) des cartes hi forment un recouvrement
de V,

(ii) 1nes changements de cartes hj_1 hi sont des ho‘méomorphismes
locaux de R de classe r qui sont localement de la forme (1).

On dira aussi que le feuilletage 35 est topologique, différentiable
ou analytique suivantque r=o0, o< r € 00 Ou r= W

En restreignant la forme des changements de cartes, on peut défiﬁir
encore des structures plus précises. Par exemple une structure feuilletée

sera dite orientée (ou transversalement orientée) si les changements de

cartes sont de'la forme (1), avec la condition supplérhentaire que l'homéo-
‘morphisme local Hl de Rp conserve l'orientation. Elle sera dite tran-

sversalement analytique si -1—11 est analytique.

On a également la notion de feuilletage analytique complexe en rem-

placant dans la définition précédente R par l'espace numérique complexe
Cn, les changements de cartes étant supposés analytiques complexes.

I1 est clair aussi que 1l'on pourrait plus généralement remplacer dans
la définition précédente Rn - RrP x r"7P par le produit B X F de deux
espaces topologiques quelconques, les changements de cartes étant toujours .
de la forme (1).

Toute structure feuilletée de classe r sur V induit d'une manie-

re évidente une telle structure sur tout ouvert de V.
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dimension p sur V, définie par un atlas complet formé de cartes hi
et soit 77 1la projection naturelle de Rn = Rp X Rn-—p sur le premier
facteur RY. Les applications continues f d'ouverts de V dans Rp

qui sont localement de la forme Whi-l sont appelées les applications

distinguées de

Les applications distinguées formeht un ensemhble d'applications
fi de classe r (etderang p si r > 0) d'ouverts Vi de V
dans Rp vérifiant les deux propriétés:

a) les Vi forment un recouvrement de V 0

b) une application f d'un ouvert U de V dans R estdi-
stinguée si et seulement si, pour toute auire applicatioﬁ distinguée
fi : Vi S Rp et tout point z € U M Vi’ il existe un homéomorphisme -
local de classe r de Rp. tel que

(1" f = h fi au voisinage de . z.

Dans le cas d'une structure feuilletée orientée, 1'hom‘éornorphisme‘
local h de (1') est astreint & conserver l'orientation de Rp. ‘

Remarquons que les applications distinguées caractérisent complée-

tement la structure F et nous les utiliserons constamment dans la suite.

Soit f une application d'une variété V de classe r dans une
~ varieté V' de classe r qui est localement un homéomorphisme de clas-
se r. Soit ’Slf' un feuilletage de classe r sur V'. Les applications

p obtenues en composant f avec les applica'-

d'ouverts de V dans R
tions distinguées de J' sont des applications distinguées d'un feuilletage

Y sur V appelé 1'image réciproque par f de Y.

Remarque. La considération des applications distinguées conduit a4 la géné-
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ralisation naturelle suivante.

Soit B un espace topologique auxiliaire muni d'un pseudogroupe

_r' de transformations. Une F -structure feuilletée sur un espace topo-

logique X est définie par une famille d'applications continues d'ouverts
Vi de V dans B vérifiant les deux conditions précédentes, l'homéo-
morphisme local h .dans (1') devant etre un élément de I

L'avantage de cette définition est de mettrel'accent sur la structure
transverse aux feuilles (celle de B muni de F ) qui est, comme le
montre l'expérience, souvent plus importante que celle des feuilles.

1.3. Les feuilles. Soit T P« r"P

___________ o qui est

la topologie de R" = R

le produit de la topologie discrete de Rp par la topologie naturelle de
R*P. Les composantes connexes de R" suivant T, sont précisément

les feuilles de r}j

, » c'est a dire les plans x = constante, munis de leur

N\

topologie naturelle. Les automorphismes locaux h de j‘; sont aussi

des homéomorphismes pour la topologie T, d'aprés (1). Il existe donc
une topologie T unique sur V telle que chaque carte hi soit un ho-
méomorphisme de Ui sur hi (Ui) pour les topologies induites par T,
et T respectivement.

Par définition les feuilles de la structure 3; sont les composantes

connexes de V relativement & cette topologie T (appelée la topologie

des feuilles). Les feuilles de }/ sont donc des sous-variétés de V de

dimension n-p qui sont de classe r “'si /3’/ est de classe r.

La topologie T des feuilles peut €tre aussi définie par les applica-
tions distinguées: une base de T est formée par les images réciproques
des points de Rp par les diverses applications distinguées.

L'espace quotient de V par la relation d'équivalence f dont les
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' S
classes sont le feuilles de /k’ est appellé l'espace des feuilles de .

Remarquons que § est une relation d'équivalence ouverte ((les feuilles
rencontrant un ouvert de V forment un ouvert de V); en effet, elle est
engendrée par les relations d'équivalence locales ouvertes Fi dont les
classes sont les feuilles des structures feuilletées induites par fd: sur les
buts des cartes hi’ Il en résulte que l'adherence d'un sous-ensemblifle
V qui est réunion de feuilles est elle-méme réunion de feuilles de .} ,
Nous utiliserons souvent la notion de sous-variété transverse & un
feuilletage. Soit 2

sur. V. Une sous-variété W de classe r de V (ou une variété W

un feuilletage de classe r et de codimension p

munie d'une application j de classe r dans V) est dite transverse &
/L si la restrictionda W (ou la cornposi"cion avec f) de toute application
distinguée de ’}’/ est localement un homéorphisme de classe r dans Rp.
Ainsi pour r > 0, entout point z de V, l'espace tangent a W en

z est complémentaire & l'espace tangent a la feuille passant par z.

Une feuille F est dite propre si la topologie induite sur F par
la topologie de V est la meme qué la topologie induite sur F par la to-
pologie des feuilles T.

D'apreés ce qui précede, une feuille est propre si et seulement s'il
existe une petite sous-variété transverse au feuilletage coupant F en un
seul point.

Une feuille F est fermée si c'est un sous-espace fermé de V
(muni de sa topologie usuelle). Une feuille propre est fermée si et seulement
si tout compact situé dans une sous-variété transverse coupe F en un nom-
bre fini de points, et réciproquement.

Proposition. Toute feuille fermée d'un feuilletage défini sur une variété
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V & base dénombrable est aussi propre ([_7]).

Un exemple montre que sur une variété a base non dénombrable, une

feuille peut remplir toute la variété.

Le lemme suivant est essentiellement démontré dans Chevalley [ 1]

(voir aussi [7] s, p. 4).

Lemme, Si V est a base dénombrable, toute feuille d'un feuilletage sur

V est également 3 base dénombrable,.

La propositior; se démontre alors en remarquant que si la feuille fer-
mée F n'était pas propre, elle couperait une sous-variété transverse sui-
vant un ensemble fermé parfait. Or un ensemble parfait n'est pas dénombra-
ble, ce qui contredit le fait que F est & base dénombrable.

Pour plus de proI;riétés relevant de la topologie générale des feuil-

letages, voir Reeb [11] Chapitre A et [12] .

1.4! Orientation d'un feuilletagﬁ Soit f}/ un feuilletage de codimension

SSNNSooosDSSESSDESSsomoonSexs

p défini sur V. Les applications distinguées de ?’ définies au voisina-
ge d'un point z de YV  se répartissent en deux classes, ainsi définies:
deux applications distinguées f et g sont dansla méme classe si 1'ho-
méomorphisme local h de Rp tel que g = hf au voisinage de z,
est de degré 1 en f (z). Chacun de ces classes est appelée un germe d'o-
rientation de 3/ au point z,

Munissons l'ensemble V¥ des germes d'orientation de ? d'une topologie
en décidant qu'un sous-ensemble U * de V ¥ est un élément d'une base
de cette topologie si U¥ est 1'ensemble des germes d'orientation définis par
une application distinguée é.ux différents point de sa source. La projection
de V¥ sur V associanta chaque germe d'orientation au point z, le

‘

point z lui-meme, fait de V‘* un revetement & deux feuillets de V.
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Plus précisément, on a la

Proposition. L'espace V* des germes d'orientation d'un feuilletage ¥
g

sur V est un revetement & deux feuillets de V. Le feuilletage F* sur

v , image réciproque de 07 par la projection de ce revétement, est

orienté. Le feuilletage 37 est orientable si et seulement si ce revétement

est tri_vial.

Ainsi tout feuilletage d'une variété simplement connexe est orienta-

ble.

1.5. Feuilletages simples. Un feuilletage ¥ de classe r sur une

P e e

variété V est dit simple s'il existe une application f de V sur une va-
riété W (séparée ounon) de classe r et de dimension p vérifiant

la condition suivante: pour tout homéomorphisme g de classe r d'un
ouvert de Rp sur un ouvert de W, l'application g_lf est une applica-
tion distinguée de ? . Les feuilles de {3/ sont alors les composantes con-
nexes des images réciproques par f des points de W. L'espace des feuil-
les de \f” (cf. 1.2) est une variété, en général non séparée, de classe r,
muni d'une projection ﬂf sur W qui est localement un homéomorphisme

" de classe r. Réciproquement, si l'espace des feuilles est une variéte de
dimension p et de classe r, alors le feuilletage est simple. On pourra
prendre pour f 1'application naturelle de V sur l'espace des feuilles

de ,\? . Un feuilletage est simple si et seulement si, pour tout point =z

de V, il existe une application distinguée f définie dans un voisinage U
de 2z et qui applique l'intersection non vide de toute feuille avec U sur
un seul point de Rp.

Par exemple, en vertu du théoréme des fonctions implicites, une ap-
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plication f de classe r (r>0) etderang p de V sur une variété
de classe r et de dimension p définit sur V un feuilletage simple.

Toute structure feuilletée de classe 0 et de codimension 1 du
plan R2 est simple (cf. [8] ).

Sur Rn, tout feuilletage de classe 0 et de codimension 1 dont
toutes les feuilles sont fermées est aussi simple (cf. 3.4 et [7] ).

Une fibration de classe r sur une variété V est aussi un exemple
d'un feuilletage simple; les feuilles sont les composantes connexes des fi -

bres. La structure iaduite sur tout ouvert d'un feuilletage simple est sim-

ple.

se r + 1 > 2 et de dimension n. Soit TT un champ de qg-plans de
clhasse r sur V. Autrement dit, en chaque point x de V on se don-
ne un sous-espace linéaire W(x) de dimension g de l'espace des vec-
teurs tangents & V en x, ce sous-espace étant une fonction de classe r
de x. Le champ n est dit compleétement intégrable si, pour tout x de
V, il existe une sous-variété W de classe r de V de dimension q,
telle qu'en tout point y de W, l'espace tangenta W en y soit ﬂ_(y).
Si le champ TT est donné localement par q champs de vecteurs
linéairement indépendants ’ Xl’ cees Xq (c.a d. qu'en chaque point x o
ils sont définis, les q champs Xi engendrent TT (x) ), la condition de
complete intégrabilité est équivalente au fait que le crochet [Xi’ Xﬂ de
deux champs quelconques est une combinaison linéaire des Xk (cf. [1] ).
Dualement, si ﬂ est donné localement par l'annulation de n-q formes
("Ul’ cees wn-q de degré 1, lé champ TT est complétement intégrable si
et seulement si la différentielle extérieure duu‘i appartient & l'anneau en-

gendré par les formes .f:‘,g;j
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Si j\’/ est une structure feuilletée sur V de clasée r+1 >1
et de dimension ¢, les plans tangents aux feuilles de 3}/ forment un champ
compléetement intégrable de g-plans de classe r.

Réciproquement, un champ de classe r de g-plans complétement
intégrable sur V définit une structure feuilletée 37 de classe r dont
les feuilles sont les variétés intégrales maximales de ce champ. Une appli-
cation distinguée de }’/ est donnée par n-q intégrales premiéres indépen-
dantes locales.

Signalons & ce propos deux problémes fondamentaux, mais sur lesquels
rien n'est connu.

Probléme d'existence. Soit V une variété munie d'un champ continu I

de g-plans de classe r. A quelles conditions existe-t-il sur V un champ

de qg-plans complétement intégrable de classe r et homotope a ]-;[ ?

Probléme d'approximation. Soit V une variété de classe oo munie d'un

champ T de q-plans complétement intégrable de classe r. A quelles con-
ditions exist-t-il sur V un champ completement intégrable de qg-plans de
classe r' > r et approchant 11 o

1.7. Classes modulo un sous-groupe. Soit G un groupe de Lie et H

e gon g on et nefi o el veiuiianinsonli i aaposiodieig o

~ un sous-groupe analytique connexe de G. Les classes 4 gauche de G mo-
dulo H sont les feuilles d'une structure feuilletée analytique sur G (cf. *1} ).
Toutes les feuilles sont isomorphes entre elles, car elles se déduisent les unes
des autres par translation & gauche. Elles sont propres (cf. 1.2) si et seule-
ment si H est un sous-groupe fermé. L'exemple le plus simple d'un sous-
groupe non fermé s'obtient en prenant pour G le tore & 2 dimensions (quo-
tient du plan R2 par le sous-groupe des points a coordonnées entieres) et

pour H le sous-groupe & 1 parameétre déterminé par une droite passant
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par (0,0) et de pente irrationnelle.

1.8. Fibré a groupe structural discret. Soient X et B des variétés de

classe r, X étant connexeet B de dimension p. La variété X s'i-
dentifie au quotient de son revetement universel § par un groupe TT d'ho-
méomorphismes de B _de classe r, qui est d'ailleurs isomorphe au pre-
mier groupe d'homotopie de B. Soit (P une représentation de ﬂ dans
un groupe d'homéomorphismes de classe r de B. Soit V le quotient
du produit gfx B par la relation d'équivalence qui identifie les couples
(x‘,' y') et (x, y) s'il existe un élément g de TT tel que x' = g (x) et
= @ (2)y. Lavariété 3\(/ X B, munie de la projection naturelle sur V, est
un revétement de V.

La projection de ’}\{/ X B sur X donne par passage au quotient une
projection 7% de V sur X; munide cette projection, V estun espace
fibré de base X, fibre B et groupe structural discret W (cf. 14) ou mu-
ni d'une connexion intégrable (cf. [4] ). Inversement, toute structure fibrée
de classe r & groupe structural discret peut s'obtenir de cette maniére.

D'autre part, V ést muni d'une structure feuilletée de classe r
et de codimension p dont les feuilles sont transverses aux fibres. En effet,
la projection de % X B sur B définit une structure feuilletée simple de
classe r sur fiv x B. Le groupe 7T agissant sur }?/X B par les
transformations de la forme (%, y) — (g(x), @(g)y), on gel] , est
un groupe d'automorphismes de ce feuilletage. Par passage au quotient, on
obtient sur V une structure feuilletée ,; dont les feuilles sont les ima-
ges F (y), par la projection naturelle de X x B sur V, des sous-va-
riétés X x y, ou y € B. Lavariété V, munie de la topologie des feuil-

les et dé la projection 9 sur X, estun revetement de X; en particu-
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lier chaque feuille est un revetement de X,

Voici un exemple spécifique d'un feuilletage de codimension 1 obte-
nu de cette maniére sur un variété de dimension 3., Soit X la bouteille |
de Klein, quotient du plan rZ par l'action du groupe || engendré par les

deux transformations

i
t
o

x!' = x, + 1 ' x!

g 1 1 ot g 1 1
1 < = x 2
2 2 2 2

N—
i
>4
+
-

Ces deux générateurs sont liés par la seule relation glgz 1glg2 =
= Identité. Soit % la représentation de TT dans le groupe des homéo
morphismes du cercle S1 qui applique g ; Surune rotation non périodi-
que et g, Sur une symétrie axiale (renversant l'orientation). IL.a construc
tion précédente donne un feuilletage sur une variété V de dimension 3
orientable; les feuilles sont soit des rubans simples, soit des fubans de Mo-
bius. Chaque feuille est partout dense. _
D'une maniére générale, 1'étude des feuilletagés r;’; obtenus de la
manieére précédente se rameéne essentiellement & celle des représentations
% du groupe fondamental U de X dans le groupe des homéomorphi-
 smes de classe r de B. |
Ainsi la feuille F (y) corréspond a l'orbite du point y de B
selon le groupe (1: ( rl ); la feuille F (y) est partout dense dans V
si et seulement si l'orbite de y est partout dense dans B; la feuille
F (y) estpropre (cf. 1. 3) si la topologie de B induit sur l'orbite de y
la topologie discréte. L'espace des feuilles de '}? est le quotient de B
par l'action de qf\ ( 7]). Lorsque B est compa‘tc‘cx les propriétés de sta

. N T
bilité de j’& et de ¢ se correspondent, etc.
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Signalons que G. Reeb a fait une étude détaillée du cas ot X est le to-

re, B le segment [0, 1] et ol r ¥y 2 (cf. [13] ).

R R e -

le plus classique qui est dut & Reeb. Soit D2 le disque formé des vecteurs x
du plan dont la norme ( xj est < 1. Dans le cylindre D2>< R, considérons le
feuilletage dont une feuille est le bord slx deu cylindre et dont les autres

feuilles sont les surfaces définies par (x, ——‘_}I{——;(—i—z + a), oll a est un parametre
réel et ou {x|< 1.

Un tore plein T est le quotient du produit sz R par la relation
d'équivalence qui identifie (x,t) et (x,t+n), ol n est un entier quelconque;
il y a correspondence biunivoque entre feuilletage de T et feuilletage de
D2 X R invariant par la translation (x,t) —> (x,t+1). Le feuilletage précé-
dent définit donc dans ie tore plein T wun feuilletage dont le bord est une feuil-
le.

En prenant deux tores pleins feuilletés comme plus haut et en les re-

collant le long de leur bord par un homéomorphisme qui applique les méridiens
de 1'un sur les paralléles de 1'autre, on obtient un feuilletage de 83. Toutes
les feuilles sont propres et une seule feuille est compacte, & savoir le bord
commun des deux tores.

En remplacgant 1a fonction ‘x: 2'/(1— ;xfz) par une fonction convenable
on peut obtenir un feuilletage de classe <0 ; nous verrons plus loin qu'il n'e-
xiste pas de feuilletage sur 83 qui soit analytique.

En choisissant d'autres feuilletages du tore plein, le bord étant tou-
jours une feuille, on peut varier a l'infini 1'exemple de Reeb. On peut obtenir
autant de feuilles compactes que l'on veut (ce sont toujours des tores d'aprés
un théoréme général d'Ehresmann (cf. |5 )); dans les exemples connus, les

feuilles non compactes sont homéomorphes & des plans privés
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d'un certain nombre de points; on peut aussi obtenir des feuilles denses dans
un ouvert.

Kneser a conjecturé que tout feuilletage de 8_3 de codimension 1
admet une feuille cdmpacte. Parmi les problemes ouverts, signalons les
suivants: quels sont les noeuds dans 83 dont le bord d'un voisinage tubulai_
re peut étre une feuille d'un feuilletage? On peut voir que c'est possible pour
les noeuds du tore. Existe-t-il un feuilletage de 83 avec‘ des feuilles non
compactes qui ne sont pas homéomorphes & un plan troué?

On peut se demander aussi quelles sont les variétés compactes de di-
mension 3 qui peuvent &tre feuilletées par des surfaces. Il est toujours
possible de construire un feuilletage de codimension 1 sur une variété de
dimension 3 qui est un espace fibré par des cercles au sens de Seifert
(avec des fibres singuliérés)n

Remarquons encore, qu'a part le cas de S3, on ne connait: aucun
feuilletage de spheéres, en dehors des cas ot 1'on connait 1'existence de fibra-
tions.

1.10. Tourbillons dans un feuilletage. (cf. Reeb, [11] p. 114-5). Soit

D’ le disque formé des vecteurs z de R" de norme ) z|] £ 1. Dans
‘le produit S1 x Dp-lx PP formé des triples (9, X,' y), nous allons
perturber le feuilletage de codimension p dont les feuilles sont les (n-p)-
disques  {&}x{x} x D" P en le laissant fixe sur le bord.

En plongeant le tube Sl x P71 p"P dans une variété feuille-
tée donnée de sorte que S1 X Dp_1 < {y} soit transverse aux feuilles et
(0., x, Dn—‘p) soit contenu dans les feuilles pour tout &, x, y, on pourra
perturber le feuilletage & l'intérieur du tube sans le changer a l'extérieur.

Soit o (u,v) une fonction de classe o des deux variables - u

et v, définiesurlecarré 0 < Juj € 1 e 0 < |v] £ 1, paire
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en u et v, égalea 0 au voisinage du bord et infinie aux points
u =0 e |v] = 1/2.

Dans le . produit R = Dp’1

X Dn-p’ formé des triples (t, x, y).
considérons le feuilletage de classe o dont les feuilles sont les sous-va-

riétés définies par

9 ol x, et t, sont des constantes
=X (|x],]y]) +t, |
etpar x = 0, ]yl = 1/2,

X = X
t

Ce.feuilletag-e étant invariant par la translation (t, x, ’y) —
(t+1, X, y), on en déduit par passage au quotient un feuilletage sur
S1 x Dp-1 =< D"P,
Les feuilles passant par des points ot x # 0 sont des (n-p)-di-
sques. Celles qui passent par deg points oli. x = 0 et ly\ # 1/2 sont
n-p-l ua R" P suivant que |y| > 1/2 ou
| y| < 1/2. 1l existe une feuille homéomorphe a S"1 X Sn—p-l, celle qui

+
homéomorphes &8 R X S

+
est définie par x = 0 et lyl = 1/2, R  désigne la demi-droite

[0 of .

2. La notion d'holonomie

frmgiteseisgiusaiin s e uen e e eenie R

TSZTZDZDzZz=zDo=z=

p sur une variété V. Soit F une feuille de 3\: et soit 7Y, (F, z) le
groupe des classes d'homotopie des lacets de F aupoint z de F. L'ho-
lonomie de F est une reéigésentation (ﬁ : »-7‘/1(F’ z) —» G, ou G

est le groupe des germes d'homéomorphismes locaux de classe r de Rp,
a l'origine 0, qui laissent fixe 0 (cf. 2.2): Cette représentation est dé-

finie & un automorphisme intérieur prés de G. L'image de % est le grou-
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pe d'holonomie de F (défini & un conjugué pres).

Cette notion fondamentale a été introduite par C. Ehresmann (elle
était déja sous-jacente dans la thése de Reeb); elle donne & peu pres tous
les renseignements connus sur le voisinage d'une feuille, Par exemple le
théoréme de stabilité affirme que si le groupe d'holonomie,d'une feuille com
pacte F est fini, alors il existe un voisinage de F‘ qui esf réunion de
feuilles compactes. Dans le cas différentiable ou analytique, nous avons mon
tré ([9:)) que l'holonomie d'une feuille propre caractérise complétement son
voisinage feuilleté (cf. 2. 7). .

La notion d'holonomie est bien connue dans le cas d'un systéme dyna-
mique donné sur une variété par un systéme d'équations différentielles ordi-
naires. Soit F une trajectoire fermée (un cercle) et soit Bp une peti-
te boule, centré en z € F, transverse aux trajectoires. La trajectoire par
tant d'un point y de Bp va recouper Bp en un point ?ﬁ’(y), si y
est assez proche de z; l'application y Lf’(y) est un homéomorphisme
d'un voisinage de z dans Bp sur un voisinage de 'z (cet homéomorphi-
sme est de classe r si le systéme donné est de classer). L'holonomie de
F est dans ce cas la représentation qui fait correspondre au générateur de

my (F, z) = Z le germe de ({ en z. Les deux résultats cités ci-des-
sus sont évidents dans ce cas particulier.

2.2. Rappel sur les germes d'applications. Soient X et Y des espaces

topologiques: Deux applications continues f et f' de voisinages de
Xx € X dans Y ontle méme germe en x Si leur restriction & un voisi-

nage convenable de x coincident. Ainsi le germede f en x estl'en-

semble de toutes les applications f' de voisinages de x dans Y qui
sont égales & f dans un voisinage de x (ce voisinage dépendant de f').

Le point x est appelé la source du germede f en x, etle point
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y = f(x) son but.

Si g est une application continue d'un voisinage de f (x) dans un
espace topologique Z, le germe de gf au point x ne dépend que des
germesde f en x etde g en y etestappeléle cbmposé de ces ger
mes. Ainsi les germes d'homéomorphismes locaux de classe r de RP
a l'origine 0 et qui laissent fixe 0, forment un groupe.

Ny
2.3. L'espace des germes distingués d'un feuilletage, Soit & une

structure feuilletée de classe r sur une variété V. Considérons.l'ensem
~ ~
ble V de tous les germes d'applications distinguées de F aux différents

points de V (nous dirons l'ensemble des germes distingués de F ); cet

a4

ensemble V est muni d'une projection sur V, celle qui fait correspon-
dre & chaque germe distingué au point x le point x luifm'éme. A toute
application distinguée f de 3'/ , définie sur un ouvert U de V, cor-
respond un relévement ?f de U dans /\\// formé de tous les germes de

f aux points de U ; les sous-ensembles ’ﬂ'/ de /X\/'j obtenus de cette ma-

niere forment la base d'une topologie sur V. La projectiono est localement
un homéomorphisme. |

a4
Comme la topologie T des feuilles de 2 sur V est plus fine
~/ ~
que la topologie de V, il existe une topologie T sur V unique (encore

~

appelée topologie des feuilles sur V) telle que ¢ soit encore un homéo-
~ ~

morphisme local lorsque V et V sont munis des topologies T et T.

favd ~
En général, V munide O n'est pas un revetement de V. Cepen-

dant, nous allons vérifier le fait remarquable suivant.

Proposition: L'espace V des germes distingués, muni de la projection
a4

source X , est un revetement de V, lorsque V et V sont munis de

_ ~
la topologie des feuilles T et T.
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Démonstration. Soit z € V et soit f{ wune application distinguée définie
dans un voisinage ouvert U de z. Le sous-ensemble U= f-1 (x) de

U, o x = f(z), estun ouvert pour la topologie T. Tout élément de

A -1 (Uy) est le germe en un point z' ¢ U, d'une application distinguée
de la forme h.f, ot h estun homéomorphisme local de Rp de classe
r, défini au voisinage de x. Les germes de h.f aux points de U,

~S
forment un relévement Uh de U, dans V et c'est un ouvert pour la
\ ¢

topologie T. La projection X applique homéomorphiquement Uh sur

U,

o’

classe r, défini au voisinage de x, alors Uh et Uh'

communs que si h et h' ontle mieme germe en x, auquel cas ils coin-

. D'autre part, si h' est aussi un homéomorphisme local de . RY de

n'ont de points

cident, Ainsi & -1 (Up,) est réunion disjointe d'ouverts de T appliqués
homéomorphiquement par ol sur U,, ce qu'il fallait démontrer.

2.4. L'holonomie d'une feuille, Soit G le groupe des germes d'homéo-

morphismes locaux de RP de source et but l'origine (cf. 2.2). Etant don-

né une feuille F d'une structure feuilletée :?j sur V, nous allons

construire une représentation é de Ti’l (F, z), z € F, dans G,

définie & un automorphisme intérieur prés de G, et appelé 1'holonomie

.de F. Il serait plus correct de définir 1'holonomie de F comme un élément
de H1 (F; G), le premier groupe de cohomologie de F & coefficient G
(ct. [9]).
' S!F sera déterminé sans ambiguité par la donnée du germe Z en

z d'une application distinguée f telleque f(z) = 0. Soit ¢ :[0, 1:)—713‘
un lacet de F en =z dontla classe d'homotopie est un élément ),/ de
v 1 (F, z); le chemin c¢ se reléeve suivant un chemin unique 'E; dans le
revétement V de V, d'origine 7. L'extrémité de ¢ est le germe

2" en z d'une application distinguée f' telle que f' (z) = 0. Il existe
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ainsi un élément unique g de G tel que ’zY = gg (composé des germes,
cf. 2.2); g ne dépend que de x . La correspondance associant a a/
1'élément g est un homomorphisme éE de ™ (F, z) dans G (avec
la convention contraire a l'usage que si 2(1 et Yz & 7‘(‘1 (F, z), alors
Yz (1 est la classe d'homotopie d'un lacet obtenu en parcourant d'abord
un lacet c¢ qui représente Yl et ensuite un lacet <, qui représen-

1
te

).
XZSi 1'on était parti d'un germe distingué 2" en z, la représentation
% construite a partir de 2" se déduirait de celle construite a partir de
Z enla composant avec l'automorphisme intérieur déterminé par g, ou

g estl'élément de G défini par 7 = gg'.

Le groupe d'holonomie de F est le sous-groupe de G, défini a

un conjugué prés, image de ’Tn’l (F,z) par % .

Remarque., La notion d'holonomie peut s'étendre sans aucun change-
ment au cas de r -structures feuilletées (voir remarque de 1,2) qui vé-
rifient la condition de non dégénérescence suivante: étant donnés une appli-
cation destinguée f, un point z de sa source et deux éléments h et
h' de F définis au point f (z), si hf et h'f ontle méme germe en
z, alors h et h' ontle méme germe en f (z).

Exemples. Dans les exemples 1.5 et 1.7, le groupe d'holonomie est tou-
jours l'identité. Dans l'exemple 1.8, le groupe d'holonomie d'une feuille

F (y) est isomorphe au groupe des germes en y des éléments de gjp_( m
qui laissent fixe y. Le groupe fondamental de F (y) est isomorphe au sous-
groupe Tf de TT formé des éléments g tels que Cb(g)y = y.
L‘holonomieyde F (y) est équivalente & la représentation qui‘associe a tout
élément g L de Wy le germe de C-ﬁ(g) en y. Dans l'exemple spéci-

fique de 1.8, le gfoupe d'holonomie d'une feuille est 1'identité ou d'ordre 2
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selon que cette feuille est un ruban simple ou un ruban de Mobius. |

D'une maniére générale, sile groupe d'holonomie d'une feuille F
d'un feuilletage de codimension 1 est fini, il est soit l'identité, soit d'ordre
2 suivant que F est bilatére ou non.

Pour le feuilletage classique de SB, 1'holonomie de la feuille com-
pacte homéomorphe & un tore fait correspondre au générateur représenté par
un méridien (resp. un parallele) le germe & l'origine d'un homéomorphisme
de R qui est l'identité sur la demi-~droite négative (resp. positive) et qui
n'est pas 1'identité sur l'autre demi-droite. Ceci montre que le feuilletage
n'est pas analytique.

2.5. Interprétation géométrique de l'holonomie, Les considérations qui

suivent doivent éclaircir la signification géométrique de l'holonomie d'une

feuille.

Soit C un chemin dansg une feuille F et soient T, et 'I‘1 des

sous -variétés transverses & /')‘Y contenant z, = C (o) et z, = C (1).

Pour tout veoisinage U de C _dans V, il existe un homéomorphisme

¢C de classe r d'un voisinagede =z, dans T, sur un voisinage de

z, dans T, vérifiant les propriétés:

1 _
() si P estdéfinien z € T,, alors P (z) appartient

-\

1

a l'intersection de T et de la feuille passant par 2z du feuilletage induit

N 1
par o sur TU.
(ii) Le germe de @C en 2z, nedépendnide U niduchemin

- C dans sa classe d'homotopie.

(iii) Suppose 1z, = zy et T, = TI; soit y la classe d'homo-

topie de lacet C dans F; soit T la restriction & T, d'une application

distinguée f telle que f (zo) = 0. Alors le germe de ‘f—_@c?“l

en 0 estl'image de )5/' par la représentation d'holonomie
i
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§: W, (F z.) —> G (cf. 2.4).

Pour construire @C’ considérons une suite d'applications distin-

guées fi’ i = 0,1,..., r, définies sur des ouverts ‘Vi et une suite
croissante 1:i de points sur [-0,11] s FO = 0 et tr = 1’, telles qlii
C ([tk, tk+1]) C Vk. Soient T des sous-varlél’iés transverses a
contenant C (ti) et telles que T° = T, et T = Tl' On peut suppo-
serque fC(t) = 0 etque f estdelaforme Tfh T, ou h, est

une carte locale de ?: (cf. 1.3). Pour chaque i < r, il existe un ho-
méomorphisme @i de classe r d'un voisinage de C (t ) dans Ti
sur un voisinaée de C (t ) dans TiJr1 tel que, si z., (f (z)
Zi 1y soit situé dans la feu1lle de Vlﬂ U passant par Zi' Alors @C
est le composé de tous les homéomorphismes @ @1 . @r—l'
On peut aussi construlre @ c en construisant une application con-

tinue LP de Bx I dans U, ol B estunvoisinage de 1z, dans
T, , telle que \I/(b, 1) soit contenu dans la feuille pas:sant par b, que
P (2., t) = C(D, que W@®, 0) = b etque Y, 1) € T,. Alors
b estdetinipar Do) = P, 1.

B La vérification des propriétés (ii) et (iii) découle immédiatement
de 2.3 et 2.4.

Corollaire. Soit F une feuille dont le groupe d'holonomie contient un é1é-

ment qui est le germe en 0 d'un homéomorphisme local h de RP tel

que, pour un point x £ 0 de Rp, n™ (x) soit défini pour tout entier

m positif et que h" (x) ait 0 pour limite, Il existe alors une feuille,

distincte de. F si F est propre, dont l'adhérence contient F, et réci-

proquement,

Le germe de h est l'image par l'holonomie qb de F d'un élé-

ment Ye T(’l (F, z). Soit C wun lacetdans F- en =z qui représente
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et soit T, une sous-variété transverse au feuilletage et contenant
z. L'homéomorphisme local @C de T construit précédemment véri-
fie la meme condition que h, a savoir il existe un point y de T, tel
que ym = 'fcm (t) soit défini pou tout m positif, ym tendant vers
z. Alors d'apres (i), les points ym appartiennent & une meme feuille
dont 1'adhérence contient 1z, donc F d'aprés 1.2,

2.6. Le théoréme de stabilité

Théoréme. Toute fruille compacte F dont le groupe d'holonomie est fi-

ni posséde un systéme fondamental de voisinages (ouverts ou compacts)

qui sont réunion de feuilles compactes ( [l 1_7 , [6_7 ).

Remarquons que le groupe d'holocnomie de F est toujours fini si

le premier groupe d'homotopie de F est fini.

. PN o~ Pl
Démonstration. Soit # le feuilletage sur V, image réciproque de J
IS NA -
par oL: V —> V. Bien que Vmsoit une variété non séparée (sauf dans
le cas analytique), le feuilletage g&u est particuliérement simple. En effet

1'aaplication [3 de V sur Rp associant a tout gérme distingué;son
but, est une application distinguée globale de F (de sorte que T est
simple au sens de 1.4 ). -~
La topologie des feuilles de T estla topologie /’; "’Eléfinie'dans
2.3. D'apres la proposition de 2.3, chaque feuille F, de 3?/ est un re-
vétement de la feuille & (F,) de [}J, munie de sa topologie clg feuille.
Si le groupe d'holonomie de F est fini, toute feuille F, de fj\f se pro-
jetant sur F  est un revetement a un nombre fini de feuillets de F; donc
si F est compacte, F, l'est aussi. On est doné ramené & montrer que

N
F, possede un systéme fondamental de voisinages dans V qui sont satu-

rés par les feuilles compactes; les images par X de ces voisinages for-
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meront le systéme fondamental cherché.
Soit ﬂo un voisinage ouvert de F, dans V. Soit b, = [3(F,).
Soit W une réunion finie de compacts de ,\}’ tel que W soit un voisina-~
ge de F,. contenu dans ﬂa et que W M\ {ﬁ_l (b,) = F_. Soit \A
l'intérieur de W; le sous-ensemble D = W - W° est une réunion finie
de compacts, donc !/3 (D) est un compact qui ne contient pas b.. Soit
U wun voisinage de b, ne rencontrant pas (,»3 (D) et posons
d, - pTonw. |

. qsa est un voisinage de(w F', contenu dans _(2&. I1 est saturé
par des feuilles compactes de ?’ . En effet, pour tout z ¢ @D , ona
WD(‘\('S‘l (b) = WA (5 1), ou b - p (2), puisque b ¢ (W - W).
Donc W¥* ,’\3_1 T

pact et ferms, puisqu'il est réunion de compacts et que T est séparée; il

(b) est un ouvert pour la topologie T qui est aussi com

e

a4

;N

¥

de feuilles compactes de |

insi réuni 2 =1
est ainsi réunion de composantes connexes compactes de 3 (b), donc

Le cas différentiable. Toute feuille propre F d'un feuilletage 9:/ dif -

férentiable de classe r > 0 sur V admet un voisinage tubulaire U
jouissant des propriétés suivantes: U es’(: muni d'une projection q sur

F de classé r telleque q(x) = x si x € F et que chaque fibre

q- (x) soit une sous -variété transverse a 3: . D'aplfés le théoreme de
stabilité, si le groupe d‘holonomie de la feuille compacte F est fini, on
peut choisir U comme réunion de feuilles compactes. Nous sommes alors
exactement dans la situation de l'exemple 1.8. Le théoréme de stabilité
peut donc s'énoncer sous une forme plus précise:

Soit F une feuille compacte & groupe d'holonomie fini d"un feuille-

tage différentiable., Alors F admet un systéme fondamental de voisinages

qui sont réunions de feuilles compactes, ces feuilles étant toutes difféomor-
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phes a des revetements de F et leurs groupes d'holonomie étant isomor-

phes & des sous-groupes du groupe d'holonomie de F.

Remarque. Il résulte des démonstrations de Reeb (cf. [11:? , p. 121-4)
que dans le cas topologique, les feuilles voisines de F ont des groupes
fondamentaux qui sont isomorphes & des sous-groupes du groupe fondamen-
talde F et ont aussi des groupes d'holonomie isomorphes & des sous-
groupes du groupe d'holonomie de F.

2.7. L'holonomie caractérise le voisinage feuilleté d'une feuille,

Placons-nous dans la catégorie des feuilletages différentiables de
classe r > 0 et de codimension p définis sur des variétés paracom-
pactes. G désigne le groupe des germes a l'origine 0 des homéomor-

phismes de classe r de .Rp laissant 0 fixe.

Théoreme. a) Existence. Soit F une variété paracompacte connexe

-

de classe r et soit Cjz une représentation de ’ﬂ“l (F, z) dans G.

Il existe alors une variété V munie d'un feuilletage de classe r et de

codimension p, possédant une feuille propre isomorphe & F et dont l'ho-
lonomie est i .

O\
b) Unicité. Soient j’i(i = 1,2) deux feuilletages de classe

r et de codimension p sur des variétés paracompactes Vi' Supposons

qu'il existe un homéomorphisme 'lf de classe r d'une feuille propre

F1 de {31'1 sur une feuille propre F2 de g'/z de sorte que le dia-

gramme

#*

i (F > ’Fl (Fz, z

1 %) 2)

‘L%*" G/ {ﬁz

soit commutatif, ot gZ?i est l'holonomie de F, z, = Y (z). Il existe
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alors un homéomorphisme Y de classe r d'un voisinage U, de F

1 1
sur un voisinage U2 de F2 prolongeant }P et qui est un isomorphisme

des feuilletages induits sur Ui par ?I/i"

La démonstration de ce théoréme est élémentaire et consiste essen-

tiellement & recoller convenablement des morceaux (cf. [93 p. 298-301

et 303-304).

Ce théoréme est vrai dans le cas différentiable. Il l'est aussi dans le cas
analytique (comme conséquence du théoréme de Grauert et Morrey selon le-
quel toute variété analytique peut &tre plongée analytiquement dans un RN).
En revanche, on ne sait si b) est vrai dans le cas topologique.

Des théoremes a) et b), on peut déduire, en utilisant le lemme
élémentaire suivant, le théoréme de stabilité dans le cas différentiable sous
sa forme la plus forte (a savoit que F posséde un voisinage feuilleté de-
terminé comme dans 1.8, par une représentation de 'n’l (F, x) dans un
groupe d'homéomorphismes de classe r d'une boule B, la correspon-

dance associant & un élément de H son germe en 0 étant bijective).

Lemme. Soit Hg, un sous-groupe fini du groupe des germes d'homéomor-

phismes d'un espace topologique V au point z. Il existe alors un voisi-

nage arbitrairement petit W de 2z etun groupe H d'homéomorphismes

de W tel que la correspondance associant i tout élément de H son ger-

me en z soit un isomorphisme de H sur H,..

2.8. L'holonomie infinitésimale. Soit Gr le groupe des jets d'ordre

r a 1'originze des homéomorphismes de classe r de RP laissant fixe
0; le groupe Gr est le quotient de G par le sous-groupe formé des é1é-

ments de G qui sont tangents a l'identité en 0 & l'ordre r.
aYd

Si % estun feuilletage d'ordre r' > r > 0, l'holonomie infini-
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tésimale d'ordre r d'une feuille F est le composé g:tr : Tu"l(F, z) -—>Gr
de 1l'holonomie CP avec l'homomorphisme naturel de G sur Gr' Le
groupe d'holonomie infinitésimal d'ordre r de F estl'image de gr

| La considération de ce groupe permet de décider dans certains cas
particuliers si le groupe d'holonomie est fini, ce qui permet alors d'appli-
quer le théoréme de stabilité (cf. G. Reeb, Remarques sur les structures
feuilletées, Bull. Soc. Math. France, 87 (1959), p..445-450).

Le théoréme suivant est di & C. Ehresmann,

Théoréme. Soit F une sous-variété fermée de classe r > o d'une va-

riété V de classe r. Pour que F admette un voisinage muni d'un feuil-

letage de classe r dont F  est une feuille, il faut et il suffit que le fi-

bré normal de F dans V admette un groupe structural discret,

Démonstration., La condition est nécessaire. Soit fi (i € I) une famille

d'applications distinguées telles que les fi (0) = U‘”i forment un recou-
p

vrement de F. Soit Ep l'espace des vectures tangents & R en 0.
La différentielle de chaque fi définit une application fibrée ff de l'espa- ,
ce fibré des vecteurs normaux & F, restreint a U?, sur EP. D'apres
la condition liant les applications distinguées, en z € U:‘ M Ujf, on passe
de f: a4 f° en composant fiV avec un automorphisme linéaire de E
qui est une fonction localement constante de z. Donc les applications f‘1

définissent sur le fibré des vecteurs normaux &4 F une structure d'espace

fibré & groupe structural discret qui est justement celle qui est donnée par

l'holonomie infinitésimale G L 7;“1'(13‘, z)— G, dlordre 1 de F.

La condition est suffisante. Si le fibré normal N de F admet
une restriction de son groupe structural & un groupe discret determinée par
un homomorphisme ?1 : 7{'1(F, Z) —¥ Gl’ on peut appliquer la construc-

tion de 1.8. On obtient ainsi sur N un feuilletage dont F, identifié
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avec la section nulle, est une feuille. On peut identifier un voisinage de F
dans N avec un voisinage de F dans V et obtenir ainsi un feuilletage
au voisinage de F tel que l'holonomie infinitésimale d'ordre 1 de F
soit donnée par @ 1

Par exemple, une droite projective complexe d dans le plan pro-
jectif complexe ne peut etre une feuille d'un feuilletage différentiable défini

au voisinage de d,

3. [Feuilletages topologiques et différentiables de codimension 1.

=SS ==x== I T N o I T S I DT IS IS oI NN D oI RN R EIEEDEEDESE=EE

Dans tout ce paragraphe, V désigne une variété i base dénombra-
ble dont le premier nombre de Betti rationnel est fini. D'aprés 1.3, toute
feuille fermée est propre.

YaYd
3.1. Proposition. Soit F un feuilletage topologique sur V de codi-

mension 1 et orientable. Par tout point =z de V passe une ‘courbe tran-

sversale a 95 coupant chaque feuille fermée en un point au plus.
La démonstration s'appuye sur deux lemmes ( [7] )-

Lemme 1, Le premier nombre de Betti rationnel de V _connexe étant

égal & p, il existe m feuilles fermées F F .o 0< m< p,

1,...,

m,
telles que le complémentaire V de U F. soit connexe et que, si
- ] m - i: 1 1 ; m+1
Fm +1 est une autre feuille fermée, le complémentaire Vm +1 de };{ ¥y

ait deux composantes connexes.

Démonstration. Soient Fl’ cees Fq’ q feuilles distinctes telles que le
complémentaire Vq de la réunion @q des Fi’ 0 € i< q, soit
connexe. La suite exacte de cohomologie 4 supports compacts de V rela-

tivement au sous-espace fermé (Eq donne:

H (v) e 1 @q)-}:» H'(V,) L mv) —HYF9),
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les coefficients étant les systemes locaux d'entiers tordus par les orienta-
tions.de V, Vq et (;bq ‘

Par la dualité de Poincaré, Hn(Vq) et Hn(V) sont isomorphes
respectivement a HO(Vq) et H,(V), a ccefficients entiers c'est a dire
a Z. Les groupes Hm—1 (V) et Hr1~1 ( %q) sont isomorphes a I—Il(V)
et a H( (Pq) resp.; ils sont donc de rang p et q resp. Comme «x
est un isomorphisme, i est surjectif, donc q £ p. Il existe donc un
entier m < p et m feuilles FI’ cees Fm vérifiant 1'énoncé du lemme.
Lemme 2. Sile sous-espace complémentaire & toute feuille fermée a deux

composantes connexes, une transversale ne peut couper une feuille fermée

en plus d'un point.

Démonstration, Remarquons tout d'abord que toute feuille fermée F est

alors bilatere et que si une transversale T coupe F en 1z, les points
de T situés de part et d'autre de =z et assez proches de z, sont situés
dans des composantes connexes distinctes du complémentaire de F. Si T

recoupait F ailleurs, il existerait un point z, € FN T tel quele

segment T (z, zl) d'extrémités z et =z sur T, ne rencontre pas

1

F en dehors de z et zy. Tout point z, de T proche de z4 et

non situé sur T (z, Zl) est situé dans une autre composante connexe du
complémentaire de F qu'un point 2z, situé & l'intérieur de T (z, zl).
Or comme F est bilatere, toute feuille coupant T (z, Zl) en un point

z, assez proche de 2z, va recouper T en un point z2 situé en dehors

de T (z, zl) et proche de =z ce qui contredit le fait que 1z, et z)

1)
sont dans des composantes connexes distinctes.

Démonstration de la proposition. Soient Fl, cens Fm des feuilles fermées

vérifiant 1'énoncé du lemme 1, D'aprés le lemme 2, la condition du théo-
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réme est vérifiée en tout point du complémentaire des Fi’ Soit maintenant
T une courbe transversale coupant Fi en z seulement et ne coupant
pas les autres Fj’ j # 1. Si T coupe une autre feuille fermée F en

deux points z, et =z d'apreés le lemme 2, ces points sont situés de

part et d'autre de z ;ur T et T ne peutrecouper F ailleurs. Le
complémentaire de F | dans V., (= complémentdire dans V des Fi)

a deux composantes connexes Vr; 'et Vr;l et le feuilletage 9: est tran--
sversalement orientable. Donc deux points situés a l'intérieur T, du seg-
ment T (z, Zl) et situéi\de: part et d'autre de 2z sont contenus dans des
composantes connexes Vm et Vm distinctes. Donc T, ne peut ren-
contrer une feuille en plus de deux points et vérifie ainsi la condition du théo-
reme.

3.2, L'ensemble des feuilles fermées,

Théoréme. Dans un feuilletage de codimension 1 sur V, l'adhérence

d'une réunion de feuilles fermées est aussi une réunion de feuilles fermées.

I1 suffit de le démontrer dans le cas ol le feuilletage est orientable,
sinon 1'on passerait & un revétement & deux feuillets de V (cf. 1.4). Soit
F une feuille adhérente & la réunion des feuilles fermées. Pour montrer
que F est fermée, il suffit de montrer que, par tout 2z € V, passe une
transversale coupant F en un seul point; par lé théoréme 3.1, noussa-
vons déja que, par =z, passe une transversale coupant toute feuille fermée
en un point au plus; si cette transversale coupait F en deux points, elle
couperait également une feuille fermée suffisamment proche de F en deux
points, ce qui contredit notre hypotheése.

Voici encore une conséquence de 3. 2.

Théoréme. Soit V une variété compacte connexe munie d'une structure

feuilletée de codimension 1 et transversalement analytique (cf. 1.1).
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Alors, ou toutes les feuilles sont compactes, ou il existe au plus un nombre

fini de feuilles compactes ({97} ).

D'aprés 3.2, l'ensemble de toutes les feuilles compactes est un
compact K; les feuilles compactes dont le groupe d'holonomie est fini est
un ouvert d'aprés le théoréme de stabilité. C'est aussi un fermé, car les
feuilles compactes dont le groupe d'holonomie est infini sont isolées dans
K (cf. lemme 2, p. 328 de {Qj ; c'est ici que 1l'analyticité intervient).

Donc si une feuille compacte a son groupe d'holonomie fini, il en est
de méme de toutes les feuilles. Dans le cas contraire, il existe au plus un

nombre fini de feuilles compactes.

3.3. Cas oill toutes les feuilles.soni fermées.

~
Théoréme. Soit F* un feuilletage de codimension 1 qui est orientable

et dont toutes les feuilles sont fermées. Alors 1'espace des feuilles est une

varié‘té de dimension 1, en général non separée, et orientable. .

D'aprés 3.1, par tout point de V passe une transversale coupant
chaque feuille en un point au plus. Cela signifie que 1l'espace des feuilles est
localement homéomorphe a une variété de dimension 1 .

Lorsque 3:/ est non orientable, alors l'espace des feuilles est une
variété de dimension 1 avec un nombre fini de bords.

Liorsque toutes les feuilles sont compactes, alors l'espace des feuil-
les est une variété séparée de dimension 1; en effet toute feuille a un grou-
pe d'holonomie fini (cf. corollaire 2.5); d'apres le théoréme de stabilité,
deux feuilles distinctes possédent des voisinages sans point commun qui sont
réunion de feuilles. Si gﬂ est orientable, alors l'espace des feuilles est
homéomorphe a un cercle ou & une droite suivant que V est compact ou non.

. ™\ )
Si de plus > est de classe r > 0, les feuilles sont les fibres



- 31 -
André Haefliger

d'une fibration de classe r de V (cf. 2.6). Si 3'/ est non orientable,
l'espace des feuilles est homéomorphe & un segment fermé ou semi-fermé
suivant que V est compact ou non, |
3.4, Existence d'une intégrale premiere. Soit o un feuilletage de co-
dimension 1 et de classe r sur une variété V. Une intégrale premiére
f de classe r'< r de ?: est une application distinguée globale du
feuilletage de classe r' sous-jacent a 3:/ Autrement dit, f est une
application de classe r' de V dans R, constante sur les feuilles de
{(’j\’/ , et telle que sa restriction a toute courbe transversale de classe r
est un homéomorphisme de classe r' dans R.

L'esistence d'unerintégrale premiére f implique que l'espace des
feuilles V, de 3’/ est une variété, en général non séparée, de dimension
1 et orientable (en particulier que toutes les feuilles sont fermées); de plus
il existe une application f, de V, dans R définie par la condition

f, v = f, ot W estlaprojection naturellede V sur V,; f, estloca-

lement un homéomorphisme de classe r' de V, dans R.

Réciproquement, si l'espace des feuilles est une variété V, de di-
mension 1 etsi f, estune fonction sur YV, qui est localement un homéo-
morphisme de classe r', alors f = f 9 est une intégrale premiére de
classe r', .

Le probleme de la construction de f est donc ramené a celui de la
construction de f! .

Théoréme. Soit V une variété (2 base dénombrable) et dont le premier
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N
nombre de Betti rationnel est nul. Soit 2 un feuilletage de codimension

1 sur V, orientable, de classe r«< (v et dont toutes les feuilles sont

2 ~N . 2 ‘s .
fermées. Alors 4 admet une intégrale premiére continue. La struc-

ture feuilletée induite sur un ouvert relativement compact V' admet une

intégrale premiére de classe r.

Dans cet énoncé, r # ' (voir remarque de 4,4). Ce théoréme
est une généralisation d'un théoréme de Kamke ( [8] et[ 7] ).

D'apres 3.3, l'espace des feuilles est une variété V., non séparée

°
de dimension 1 et & bpase dénombrable; de plus (cf. 3.1, lemme 1), le
complémentaire de tout point de V, a deux composantes connexes. Il en
résulte (cf. [8] , b. 113-114) qu'il existe une application f, de V,
dans R qui est localement un homéomorphisme,

Si ?f est de ClE‘lSSG r > 0, il n'existe en général pas d'intégrale
premiere globale de classe r, comme le montrent déja les structures feuil
letées les plus simples du plan (cf. [ 8] ). Ceci provient du fait que V,
ne vérifie pas en général la condition suivante.

- Disons qu'une varété YV, de dimension 1, non séparée, est munie
d'une structure différentiable de classe r réguliére, si pour toute fonction
f de classe r définie sur un voisinage de x ¢ V,, il existe une fonction
f' de classe r définie sur V, telleque f et f' coincident sur un
voisinage de x.

Dans [8:} , b. 117-8, il est démontré que si une variété V_ véri—
fie la condition précédente, le complémentaire de tout point de Vé ayant
deux composantes connexes, alors il existe une fonction f_, de Vai dans
R qui est localement un homéomorphisme de classe r. Le théoréme se-

ra donc une conséquence du lemme suivant.
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(\/
Lemme, Sil'espace des feuilles V, d'un feuilletage * de classe r

et de codimension 1 sur V est une variété (éventuellement non séparée),

alors l'espace des feuilles V) de la structure feuilletée ‘35' induite sur

un ouvert relativement compact V' de V est une variété munie d'une

structure différentiable de classe r réguliere.

Soient 7T et ' les projections naturellesde V et V' sur
V, et V) respectivement. L'injection i de V' dans V induit par
passage aux quotients une application 3/ de V, dans YV, telle que

wi o= 'y/ 7' et qui est localement un homéomorphisme de classe r,

Soit x' un pointde V] etsoit U un voisinage ouvert separé de
X = \(j (x'); soit F la feuille TT-I (x). On peut construire dans W“I(U)
un voisinage compact K de l'intersection de F avec l'adhérence V'
de V'. L'image par 7r de l'intersection de la frontitre K de K
avec V' estun compact contenu dans U et ne contenant pas x., Soit
donc L un voisinage compact, homéomorphe & un intervalle, de x con-
tenu dans  7v(K) et ne rencontrant pas Jr( 2K N V'). Alors W =
= ‘Ti“""l (LY N K M V' estun sous-ensemble fermé de V' qui est réu-~
nion de feuilles de F'. En effet, pour tout y € L, ’n'-l(y) MNKNV!
‘est & la fois ouvert et fermé dans "T\’”l (y) N V.

Soit f une fonction de classe r définie au voisinage de x'; on
peut construire une fonction g de classe r sur L, s'annulant au voi-
sinage du bord de L, et telle que g\,v soit égale & f au voisinage de
x', Alors la fonction sur V' égaled 0 endehorsde W etd g
sur W est de classe r; comme elle est constante sur les feuilles de 7',
elle définit par passage au quotient une foncti'o*n f' de classe r sur

qui coifncide avec f au voisinage de x'.
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3.5. Le théoréme de stabilité globale de Reeb, Nous ne saurions terminer

it onin Jhedieii o ionfonfiariibe sfusginateaii el foniiinaiiumionSeseiinatiolo i cdoniislird ool s

ce paragraphe sans citer l'une des plus remarquables propriétés des feuille-
tages de codimension 1 démontrée par Reeb ( [1 1;3 , p. 134-140).

Théoréme. Seoit V une variété compacte connexe munie d'un feuilletage

de codimension 1, Si une feuille est compacte et a un groupe fondamenta:l

fini, alors toutes les feuilles sont compactes et ont un groupe fondamental

On peut se reporter & 3.3 pour des conséquences plus précises.
L'exemple 1,10 moutre que le théoréme n'est plus vrai en codimension su-
périeur a 1, A

Nous nous bornerons a esquisser une démonstration dans le cas dif-
férentiable.

D'apreés le théoreme de stabilité 2.6, les feuilles compactes a grou-
pe fondamental fini forment un ouvert U dans V. Comme V est con-
nexe, il suffit de montrer qu'un composante connexe U, de U est aussi
fermée. Toute feuille F adhérente & U, est aussi compacte d'aprés
3.2 (pour un raisonnement plus direct, cf. Reeb Lll] , p. 136). Il suffi-
ra donc de vérifier que son groupe fondamental est aussi fini.

Sans nuir a la généralité, nous pouvons supposer le feuilletage orien-
table (cf. 1.4). Soit W un voisinage tubulaire de F muni de sa projec-
tion q : W——=F et assez petit pour que les fibres soient transverses
aux feuilles (cf. 2.6). Toute feuille de U, assez proche de F sera con-
tenue dans W et coupera chaque fibre de W en un seul point; elle sera
dene difféomorphe/é F. Donc le groupe fondamental de F sera aussi fi-
ni.

Voici une application intéressante de ce théoréme due également &

Reeb (non publié).
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Théoréme. Soit V une variété simplemenf connexe compacte possédant

un bord non vide connexe et simplement connexe. Il ne peut exister sur V

un feuilletage de codimension 1 dont le bord de V est une feuille.

S'il existait un tel feuilletage, toutes les feuilles seraient compactes
et simplement connexes, L'espace des feuilles serait une variété de dimen-
sion 1 compacte ayant un bord réduit & un point (correspondant au bord de
V), ce qui est impossible. _

Par exerhple, la variété Vv = sP > Dn—p’ produit d'une sphéere de
dimension p par uu disque de dimension n-p, est simplement connexe
ainsi que son bord pour p > 1 et n-p-1 > 1. Bien qu'il n'existe pas de
feuilletage de codimension 1 sur V dont le bord est une feuille, le champ
des (n-1)-plans tangehts au bord peut se prolonger & l'intérieur de V si
la caractéristique d'Euler de V est zéro, donc si p est ‘impair.

Pour d'autres applications du théoréme de stabilité globale, voir

Reeb [11] , p. 147.

4, Feuilletage analytique de codimension 1 .

4,1. Soit V une variété munie d'un feuilletage analytique (9}'/ de codi-
mension 1, Une courbe transversale & /}) fermée est une application con-
tinue /Z/ du cercle S1 dans V telle que, pour toute application distin-
guée fi de 3’/, 1'application fi’Z" soit localement un homéomorphisme
de S1 dans R.

Lemme fondamental. Une courbe transversale fermée 3 un feuilletage ana-

lytique de codimension 1 sur V représente un élément d'ordre infini du

groupe fondamental de V.

Refrarquons,qu'une courbe transversale fermée prourrait etre homo-

logue‘a zéro,
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Ce lemme découle immédiatement de la propriété suivante des feuil-

letages différentiables.
~
4.2. Proposition. _Soit J  un feuilletage de codimension 1 et de clas-

SN

se 2 sur une variété V. Supposons qu'il existe une transversale & F

fermée et homotope & une application constante. Il existe alors un lacet sur

une feuille F telle que le germe d'homéomorphismede R en 0 qui

lui correspond par l'holonomie de F n'est pas celui de l'application iden-

tique, mais qui est le germe d'un homéomorphisme qui est 1'identité sur

J—oo, @ ou sur [0, oo_[.

Démonstration. La transversale fermée est une application ¢ de S1

dans V que l'on peut supposer différentiable de classe 2 et telle que, pour
chaque application distinguée fi’ l'application fi’t‘ soit localement un ho-
méomorphisme de classe 2 de Sl dans R. Comme ¢  est homotope &
une application constante, il est possible de 1'étendre suivant une application

61[ : D— V declasse 2 du disque D bordé par 81 dans le plan.

| En appliquant un théoréme de Morse bien connu (ct. [9] > pP. 316-17),
il est possible de choisir (f de sorte que, pour toute application distin-
guée fi’ fi(f' soit une fonction numérique non dégénérée; cela signifie qu'en
chacun de ses points singuliers (points oli les dérivées partielles premiéres
s"annulent), la matrice des dérivées partielles secondes est non singuliére.
On a donc sur D un nombre fini de points singuliers pour les applications
fi(/ qui sont soit du type maximum ou minimum, soit du type point selle.
On peut supposer de plus (cf. {_9'? , P. 318) que les images par (/ de
deux points singuliers distincts ne sont pas situés sur une méme feuille dans
un voisinage de L/ (D).

On peut remarquer que les applications fi ng sont des applications

distinguées d'une ) '-structure feuilletée sur D, ol [’1 est le pseudo-
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groupe des homéomorphismes locaux analytiques de R (cf. 1.2). Les feuil-
les de cette structure sont des courbes (pouvant contenir un point singulier)
qui sont les composantes connexes des intersections de D avec les feuil-
les de ,j: . Nous allons les considérer comme trajectoires (ou réunion de
trajectoires si elles co‘n‘tiehne'nt un point singulier) d'un champ de vecteurs
sur D.
| : On peut construire en effet un champ de vecteurs X sur D de
classe 1, qui ne s'annule qu'aux points singuliers des applications distin-
guées (/i = fi ', la différentielle de chaque (7”1 appliquant X sur
le champ nul de R. Ceci est possible car la structure feuilletée sur D
est orientable (en effet, en tout point on a exactement deux germes d'orien-
tat‘ic(m transverse, et D est simplement connexe). Nous pourrons donc uti-
liser les résultats de la théorie classique des courbes définies par des équa-
tié)ns différentielles. Dans la terminologie de Poingaré [10] , les points
singuliers xi que présente le champ X sont dés centres (si une appli-
cation distinguée présente en X, un maximum ou un minimum) ou des cols
(point selle); il y a au plus 4 trajectoires qui aboutissent & un col; de plus,
deux cols distincts ne sont pas reliés par une trajectoire. On n'a pas de
foyers ou de noeuds. Le cercle S1 est un cycle sans contact, c'est & dire
une courbe fermée transverse aux trajectoires.

Soit L l'ensemble des cycles limites de X sur D. Plus préci-
sément, un élément de L est une courbe fermée p/ dans D qui est,
ou bien une trajectoire fermée de X, ou bien la réunion d'une trajectoire de
X et d'un point selle si cette trajectoire est issue et aboutit & ce point; de
plus l'image par de ‘g doit etre un lacet situé sur une feuille F
tel que 1'élément du groupe d'holonomie qui lui correspnd soit non trivial.

Remarquons tout d'abord que L. n'est ioas vide. En effet, iln'y a
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qu'un nombre fini de trajectoires qui aboutissent & un point singulier (point
selle); en général donc, d'aprés le théoréme de Poincaré-Bendixon (cf. [_2] )
une trajectoire qui coupe le bord de D a pour ensemble limite soit une
trajectoire fermée C qui est uncyclelimite, soit un polycycle limite qui
est la réunion C1 U C2 d'un point selle et de deux trajectoires issues de
ce point et y aboutissant. L'élément du groupe d'holonomie correspondant

a (C) ou au lacet obtenu en parcourant (/(Cl) et ensuite ?/"(Cz)
n'est pas trivial (cf. 2.5); donc au moins 1'un de ceux qui correspond aux
lacets (‘F(Cl) ou %(C2) est non trivial.

L'ensemble L est partiellement ordonné: si £1, evz € 1,
est inférieur a !’/ si l: est situé a l'intérieur du domaine limi-

1 2
De plus cet ensemble ordonné est inductif. Soit en effet L.,

4,
té par £1

un sous-ensemble infini de 1. totalement ordonné, Les éléments de L,

ont pour limite soit une trajectoire fermé C, soit la réunion C1 v (32

de deux trajectoires et d'un point selle d'oli elles sont issues et ol elles abou-

tissent. L'élément du groupe d'holonomie correspondant a cf (C) estnon

trivial, puisque c'est le germe en 0 d'un homéomorphisme local de R

qui n'est pas l'identité au voisinage d'une suite de points tendant vers 0

(c’es pointé correspondent aux cycles limites qui tendent vers C, cf. 2.5).

Le méme raisonnement montre que 1'élément du groupe d'holonomie corre-

spondant au lacet obtenu en parcourant y (Cl) puis KP (Cz) n'est pas trivial;

il enest donc de mérr;e pour l'élément correspondant 41'un des lacets f‘(C 1) ou)@(Cz).
Soit donc 4 un élément minimal de L (un tel élément existe d'a-

prés le théoréme de Zorn). Toutes les trajectoires situées a l'intérieur du

domaine D; limité par 4/ sont ferméés; si ce n'était pas le cas, le théo-

réme de Poincaré-Bendixon impliquerait comme tout & 1'heure l'esistence

d'un cycle limite dans Dy , ce qui contredirait le fait que i; est minimal,
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4
L'élément du groupe d'holonomie correspondant a Cﬁ( 4 ) est donc le ger-
meen 0 d'un homéomorphisme local de R qui est 1'identité sur 1l'une
~ des demi-droites ]- o, §] ou [0, o] (cf. 2.5).

4.3. Non existence de feuilletage analytique.

Théoréme. Une variété analytique compacte dont le premier groupe d'ho-

motopie ne contient que des éléments d'ordre fini ne peut etre munie d'un .

feuilletage analytique de codimension 1,

Pour tout feuilletage de codimension 1 sur une variété compacte
V, il existe une transversalé fermée (pour plus de détails, cf. [9] p. 324,
corollaire). D'apreés le lemme 4.1, cette transversale représente un é1é-
1 (V).
Pour d'autres conséquences du lemme fondamental (existence d'une

feuille compacte,...), cf. [9] , p. 324, propos. 2 et p. 326-7, théoreme 3.

ment d'ordre infini de 7V

4. 4. Existence d'une intégrale premiére globale,

e o ey et ot o i o e = o - ——

Théoréme. Soit V une variété analytique & base dénombrable dont le pre-

mier groupe d'homotopie ne contient que des éléments d'ordre fini. Si f}

est un feuilletage analytique de codimension 1 sur V, toute feuille est fer-

mée, Si 3'4/ est orientable, 37 admet une intégrale premiere globale

continue; la restriction de 4+ 4 un ouvert relativement compact admet une

intégrale premiére de classe oo,

Pour montrer que toute feuille est fermée, on peut supposer que 9’/
est orientable en passant au besoin & un revetement 2 deux feuillets de V.
Or pour tout feuilletage orientable et de codimension 1 sur V, l'existen-
ce d'une courbe transversale rencontrant une feuille en deux points entraine
l'existence d'une transversale fermée (pour plus de détails, cf. [9] p. 322,

dernier g ).
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D'apreés le lemme fondamental, une courbe transversale ne peut donc
rencontrer une feuille en plus d'un point, puisque T(’l (V) n'a que des élé-
ments d'ordre fini. On peut donc appliquer les considérations de 3. 4.
Remarque. En général, il n'existe pas d'intégrale premieére analytique. Il
est facile de construire un 'éxemple de feuilletage de Rn tel que 1l'espace
Vs des feuilles du feuilletage induit sur une boule soit une variété obtenue
de la maniére suivante: on prend deux droites et on les recolle le long de leur
partie négative a l'aide de l'homéombrphisme h ) = t- tz, t <0, Il
n'existe aucune fonction analytique globale sur Vg, dont la derivée soit par-
tout # 0.

4.5. [Feuilletage analytique avec singularités, Soit V une variété ana-

lytique réelle. Un feuilletage analytique /a:, de codimension 1 sur V,

avec singularités, est défini comme précédemment par un ensemble maximal
de fonctions analytiques fi (les applications distinguées de {33' ) définies
sur des ouverts Ui formant un recouvrement de V et vérifiant la condi-
tion: pour tout x € Ui M Uj , il existe un homéomorphisme analytique lo-

cal n’  de R tel que fj = h?i(i fi aux voisinage de x. On ne suppose

plus cé’ite fois que les applications fi sont de rang 1.

/ Lia proposition suivante permet d'étendre aux feuilletages analytiques
de codimension 1 avec singularités la plupart des propriétés des structures
non singuliéres. |

Proposition., = Soit fd:/ un feuilletage analitique de codimension 1 avec

singularités sur une variété paracompacte V. Il existe alors une variété

analytique V' paracompacte, munie d'un feuilletage analytique F' de

codimension 1 sans singularité, et un plongement analytique 9/ de V

dans V' qui est une homotopie équivalence et tel que 'F  soit 1'image

réciproque de ‘¥' par ((




- 41 -
André Haefliger

Ceci signifie que les apﬁlications obtenues en composant g[ avec
les applications distinguées de ’QLV‘ sont dés applications distinguées de
37 . Cette proposition est un cas particulier de la proposition 1, p. 314
de [9] . |

Démonstration. Si h est un homéomorphisme analytique d'un ouvert con-

nexe U de R sur unouvertde R, on désignera par h 1'homéomor -
‘phisme (unique) qui peut etre défini sur le plus grand intervalle contenant
U et qui coincide avec h sur U.

Si V est counexe et si une application distinguée est constante,
alors toutes le sont; on peut prendre pour V' le produitde V par R.
Supposons donc les applications distinguées non constantes.

Soit (fi) i e une famille d'applications distinguées définies sur
des ouverts Ui formant un recouvrement de V. Dans la réunion disjointe

E des Ui X R, i€ I, larelation (Xi’ ti) o (Xj’ tj) si et seulement
si x, = Xj = x et t. = -h%{i ti, est une relation d'équivalence., Elle est

en effet réflexive et symétrique car h};i = identité de R et -I-{f] = (hji)
Elle est aussi transitive; on a en effet R £ (x) = he hef. (x), etla
ki'i ki ji'i

X =X . . . .
source de hkj hji est connexe comme intersection de deux intervalles; ain

si cet homéomorphisme est une restriction de H}lii'

Soit donec V' 1'espace quotient de E par cette relation d'équiva-
lence. La projection canonique g; de Ifi < R dans V' estun homéo-
morphisme sur un ouvert et les applications g'_j_lgi sont analytiques, car
gj_lgi (x, t) = (%, H;{i (t) ) et h).{i ne dépend que de la composante conne-
xe de Ui N\ U. contenant x.. Donc V' ést muni d'une s$tructure de variété
analytique réelle, mais V' n'est pas séparée. Les applications f'i' = composé
de gi—l avec la projection naturelle de U; X R sur R, sont les applications di-
stinguées d'un feuilletage analytique ?” de codimension 1 sans singularité

sur V',
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Les graphes (x, fi(x)) des applications distinguées fi de q// donnent
un plongement 50 de V dans V'" défini par ‘>0 (x) = gi(x, fi(x)), si x €& Ui'

"

Remarquons que y fi = f'i' , donc ¥ est1l'image réciproque de ¥ " par

de [9]) un voisinage V' ouvert séparé de Y (V) dans V" qui puisse se ré-

Enfin on peut canstruire (pour plus de détails, voir remarque p. 315

racter par ormation sur ; sera alors les feuilletage induit par
tract déf ti (V) ! 1 les feuilletage induit

y " sur V',

Corollaire : Le lemme fondamental 4. 1 ainsi que le théoréme 4. 4 sont aussi

valables pour les feuilletages analytiques de codimension 1 avec singularités..

Le théoréme 4. 3 implique que tout feuilletage analytique de codimen-
sion 1 sur une variété V dont le premier groupe d'homotopie est fini admet
des singularités. Remarquons qu'il existe toujours de tel feuilletage, par exem-
ple celui qui est déterminé par une seule application distinguée, qui serait u-
ne fonction analytique non constante sur V.

4. 6. Application aux formes de Pfaff analytiques completement intégrables,

Sur une variété analytique V, soit oL une forme de Pfaff (1-forme) analytique
et complétement intégrable, c'est-a-dire telle que dt Ao = 0. Dans un ouvert

U de V , une intégrale premiére de classe r > 0 de < est une fonction f

~de classe r dans U telle que df = gt , ot g est une fonction de classe r

différente de zéro dans U (appelée un facteur intégrant de classe r).

Au voisinage d'un point x qui n'est pas un point singulier de d,
(c'est-a-dire un point oli & ne s'annule pas), il existe toujours une intégrale
premiére analytique; de plus, si f et f' sont deux intégrales premiéres ana-
lytiques définies au voisinage de x , elles sont liées par une relation analyti-
que inversible : il existe une fonction analytique h sur un ouvert U de

R dont la dérivée est partout # 0, c'est-ad-dire un homéo-
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morphisme analytique h, telleque f' = hf au voisinage de x.

D'une manieére générale, nous dirons qu'une famille d'intégrales pre-

miéres fi de X , définies sur des ouverts Ui’ forment un systéme
cohérent, si les Ui forment un recouvrement de V et si, pour tout
x € Ui /U, il existe un homéomorphisine local analytique h'}j(i de R
tel que f, = hY, fi au voisinage de x. Autrement dit, les intégrales pre-
miéres fi sont les applications distinguées d'un feuilletage analytique
de codimension 1 sur V (avec singularités, en général). On remarquera
que @/ est orientalle.

Réciproquement, les applications distinguées fi d'un feuilletage
analytique /} de codimensipn 1 orienté forment un systéme cohérent

d'integrales premiéres d'une 1-forme 2< , En effet, si fj = X f )

’ jii
soit g.i la dérivée de h;(i par rapport au parameétre naturel de R et
prise au point f i (x); c'est une fonction analytique strictement positive dé-

finie sur U M UJ Comme g ° ngg. sur U M\ UJ N\ Uk

~,

{gji}Jr est un 1-cocycle qui détermine un élément de H (V, O’ ), ot
Q'  est le faisceau des'germes de fonctions analytiques positives sur

V. or H' (V, %) est toujours nul (cf. H. Cartan, Bull. Soc. Math,

France, 85 (1957), p. 77-99). Il existe donc des fonctions analytiques stric-

tement positives g; définies sur un recouvrement U; plus fin que Ui

telles que gji = gj/gi sur Ui N\ Ué. Alors la 1-forme (X sera éga-

le & dfi/gi sur Ui .

En résumé, il y a correspondance biunivoque entre feuilletage analy-
tique transversalement orientable de codimension 1 et systéme cohérent
(maximal) d'intégrales premieres des formes de Pfaff.

D'apreés ce que nous avons rappelé tout 4 1'heure, une forme de

Pfaff < completement intégrable et sans point singulier admet un sy~
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steme cohérent (et un seul maximal) d'intégrales premiéres analytiques.
G. Reeb a montré ([11}, p. 148-154) qu'il en était de méme si dim V >2
et si la forme <X complétement intégrable ne présente que des points sin-
‘ guliers ol le déterminant des dérivées partielles premiéres des coefficients
de “X est # 0.

D'aprés 4.5, une forme de Pfaff &X sur V admet un systéme
cohérent d'intégrales premieéres analytiques si et seulement s'il existe un
plongement analytique (I{ de V dans une variété analytique V' et une
forme de Pfaff ' analytique sur V' completement intégrable et sans
point singulier telle que X = &ﬁ*o('. |

4.4 donne le

Théoréme. Soit V une variété analytique réelle connexe dont le premier

groupe d'homotopie n'admet que des éléments d'ordre fini. Une forme de

Pfaff sur V qui admet un systéme cohérent d'intégrales premieres analy-

tiques, admet une intégrale premiére indéfiniment différentiable sur tout

ouvert relativement compact de V.

En utilisant la remarque de 4.4, on peut construire une forme de
Pfaff sur la sphere 82 avec 4 points singuliers, qui admet un systeme
cphérent d'intégrales premiéres analytiques, mais qui n'admet pas d'inté-

grale premiére analytique globale.
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LA METHODE DE PONTRYAGIN POUR LA

CLASSIFICATION DES APPLICATIONS SUR UNE SPHERE.

Par Michel Kervaire (New York).

Soit f: X —> SIi une application d'une espace X sur la sphere
de dimension n. La classe d'homotopie de f est complétement caracté-
risée par la donnée de f sur l'image inverse f—l(V) d'une voisinage ar-
bitrairement petit V ¢ Sn. Plus précisément, si f,g sont deux appli-
cations f,g: X —> s" et si fsU = ggU avec U = f_l(V) = gﬂl(V),'
alors f et g sont homotopes.

Démonstration. (Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie)

On peut supposer que V est un disque (ouvert) plongé dans Sn. Soit
alors r:S° —> s" une application de degré 1 qui est homéomorphe
sur V et envoie le complémentaire de V sur un point af%é Sn.
Comme r est homotope & l'identité, ona r o f~ f e r o g =~ g.
Lies hypothéses impliquent r ¢« f=r o g. Q. E.D.

- La méthode de Pontryagin (Cf. Smooth manifolds and their applica-

tions in homotopy theory, Trudy Mat. Inst. im. Steklov 45, 1955) du ti-

tre est basée sur la version 'infinitesimale' de la remarque ci-dessus.

Dans la suite X sera une variété différentiable (c.a.d. C °°) com-
pacte (avec ou sans bord). Il est commode de supposer que X est munie
d'une métrique Riemannienne. Toute classe d'homotopie d'applications
X —» Sr1 contient des applications différentiables. On peut donc se limiter
A considérer ces derniéres. Dans le cas o dim X« n, il n'y a qu'une
seule calsse d'homotopie. Dans toute la suite on supposera que dim X =
=n-+k> n.

+
Soit f: X" k-..-'-> s"  une application différentiable. L'idée de
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Pontryagin est de caractériser la classe d'homotopie de f par l'image
inverse fﬂl(a) d'un point a g s" et la dérivée df de f le long de
f_l(a). C'est effectivement possible pourvu que df soit 'non dégénérée"
sur f_l(a).

Définition. On appelle point régulier x € X de l'application différentia-

ble f:X —> Sn un point ol la derivée df de f envoie le plan tan-

gent & X en x sur le plan tangent a s® en f(x).

Définition, On appelle valeur réguliere de f:X —> s un point

aé Sn tel que f_l(a) soit vide ou ne contienne que des points réguliers.
Lia classe d'homotopie d'une application différentiable f : Xn+-li-—> s"

est caractérisée par la donnée de l'image inverse f—l(a) d'une valeur

réguliere ae Sn de f etde ladérivéede f le long de f_l(a).
On remarque tout d'abord que si a €& s est valeur réguliere de

- +
k > Sn, alors f 1(a) = Mk est une sous-variété de X" k.

£ x™"
Si XmLk a un bord, Mk est (en général) une variété a bord, dont le
bord est alors contenu dans'le bord de X,

Si de plus, on suppose que f’ bX (restriction ];ie f au bord de
X) admet également a comme valeur réguliéere, M  rencontre le bord
de X transve‘rsalement, i.e. lefihré normal & bM dans bX estla
restriction & bM du fibré normal de M dans X. On remarque égale-
ment que la don'néé de la dérivée de f sur Mk, équivaut a la donnée
d'une trivialisation (Pn du fibré normal de M dans X. (En particulier
I'image inverse d‘time Valeur réguliére d'une application a toujours un fibré
normal trivial,)

Pour obtenir (f k on prend un n-repeére fixe du plan tangent

E=5" en a. On observe que MX, le plan tangenta M en x € M,
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est exactement le noyau de df : TX - E (TX = plan tangent & X en
x). Il s'ensuit que df se restreint & un isomorphisme de NX (le com-
plément orthogonal de MX dans TX) sur E. L'image inverse.par df
dans Nx du repere fixe choisi dans E fournit un champ de n-reperes
normaux &8 M dans X,

Pour voir que M et dfl M caracterise la classe d'homotopie

de f, on reconstruit une application f:X —> Sn a partir de la donnée

de MC X et (f"i‘*n.

Lia construction de Pontryagin-Thom.

k - + ‘ .
Soit M" une sous-variété de X k avec champ de n-repeéeres

normaux <P n

Lie champ *fn fournit un difféomorphisme
n
h: U — Mx D

d'une voisinage tubulaire (fermé) U de M sur M x D". Soit

r o Dn —> Sn une application telle que r‘ int Dn soit un homéomor-

phisme sur S= - a* et r(Sn—l) -a* etsoit TM: M x D' —> D" 1a
projection sur le deuxieme facteur.

On définira

f: X —s S
par le ,formules
f ‘ U=rTh
f(X - U) = a*
Comme f(bU) = a, l'application f est continue. (On peut la rendre

différentiable par un choix convenable de r : D" — Sn. )



Michel Kervaire

L'ambiguité dans la définition de f n'affecte pas sa classe d'homotopie.
On notera p(M, ¥ ) toute application X —=> s"  obtenue par le procé- |
dé ci-dessus, a partirde M X avec champ ¢ .
Définition. Deux sous-varietés fermées (M , %) et (Ml, Cﬁl) avec
champ de n-repéres normaux dans X seront dites -g)b_or;cm si,
plongées respectivement dans X x o et X X 1, elles cobordent dans
X x 1 une varieté Vk+1 qui rencontre X X bl orthogonalement et
qui est munie d'un champ (P n de n-repéres normaus dont la restriction
a M, est \Pi (i=0,1).

La variété X étant donnée, le |/ -cobordisme dans X = est une
relation d'équivalence entre les (Mk, (fn).

Theordme. La construction de Pontryagin-Thom fournit une correspondan-

ce biunivoque entre les classes de ¥ -cobordisme de k-variétés dans la

+
variété fermée X k et les classes d'homotopie d'applications
xR st
) si (M, 4) et (M,

struction de Pontryagin-Thom é‘ppliquée a (Vv

(,p) sont { -cobordantes, la con-
"kt on
, ¥7) fournit une appli-
cation X x I ——> Sn. C'est 1'homotopie cherchée entre p(Mc s %)
et p(Ml, 4’1).. M
2) Si f: X x1 —> Sn est une homotopie entre f,= p(M,, ff‘,»a
et f1 = p(Ml, (Pl), on peut rendre cette homotopie différentiable (sans

changer f fl)' D'aprés le théoréme de Sard (Bull. Amer. Math. Soc.,

G 3
48 (1942), 883-890), l'ensemble des valeurs réguliéres de f est partout
dense dans Sn (X est supposée compacte), Sans restreindre la générali-
té, on peut donc supposer que a = f, (M,) = fl(Ml) ¢ S est valeur

-1 +
réguliere de: f,. La variété f (a) = Vk 1C X x I munie du champ
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de n-repéres normaux évident, fournit le ¢ -cobordisme entre (M, L/ )
et (M, %1). ) )
3) Si ag¢S est valeur régulierede f : X —> S et si
avec le champ L/n obtenu plus haut, on a f= p(M, ¢ ).

£ la) = M5

; , n
L'étude des classes d'homotopie d'applications X —> S, ol

n +k se rameéne donc & l'étu-

X est variété différentiable de dimension
X muni de champs de

¢ -cobordisme de k-sous-variétés de
n+k
E

de du
n-reperes normaux. Dans ia suite X = S et k=1et 2.
Llecas k=1 e n > 3.
Dans le cas d'une application £ Sn+1 s Sn, l'image inver-
se d'une valeur régﬁliére est une variété fermée Ml, de dimension 1,
s

donc une réunion dsjointe de cercles rlongés dans

Comme on l'a vu au paragraphe précédent, M1 est munie d'un

n
champ Lf de n-reperes normaux,
; N
On peut regarder ‘Ml comme plongée dans R" 1, et dé-

finit une application
I ’Il v -
= '.—-h_):)> . ] , - S o i °

[P n
On désignera également par 2 € Zz le reste mod 2 qui corre-
spond a la classe d'homotopie de 1'application 7 : M1 e Son+1°
Soit V le nombre de composantes connexes de Ml, On pose
h(f) = &+ € Zza
Lemme. Le nombre h (f) ne dépénd que de la classe d'homotopie de f
En effect si (M 91 , %) et (Mi , ({)1) sont ¢ -cobordantes
; RnJrl X 1 avec champ

. . 2 .
il existe une surface V a bord, plongée dans
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+
(_Pn de n-repéres normaux, et qui rencontre Rn 1 x (i) orthogonale-

. N _ n
ment en Mi (i = 0,1). Deplus ¢ !Mi = (Pi.

Si l'on adjoint a 301 la normale a Mi dans V (intérieure pour
i = 0, extérieure pour i = 1) on obtient des champs (ﬁ‘i qui four-~

nissent des applications

~1 . o -
Wt My =2 Vo T S04

Les restes modulo 2 représentant 4‘/\9‘1 sont «, et > ..

D'autre part, comme L()f est étendu sur V par hypothése, on a
\\ b\) .

o + ..wl = E (V)

ot E (V) estla caractéristique d'Euler de V. Comme V est une

surface orientable avec v, + N , trous, ona
E(V) = YV, + \)1 mod 2,
Donc
We+ M, = w, + VY, mod 2

c.q.f.d.

On voit facilment que 1l'application

n
h Tty &) — 2

que 1l'on vient de définir est un homomorphisme.

h est surjectif.

. 1 2 _ _n+l .
Soit S ¢ R < R le plongement standard du cercle, muni

de son champ L{.in de n-repéres normaux ( (ﬁon est formé de la norma-
2

le & S1 dans R~ suivie d'une base du complémentaire orthogonal de R
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1 1

+ .
dans R" ). En tordant ;(ﬂn par une application o{ : 8 —> SO

qui représente le générateur de 'ﬂ’l (SOn) , on obtient un nouveau champ
¢

¢ (@ = 2 Y, (2.

1
; v i cati —_
Comme l'application S > SOn +1

‘ment non-nul de 1T1 (SOn+1) = Z,, ona

donnée par (P,n est 1'61é-

hesl, ¢M = w0+ Yy =0+1=1.

h _est injectif.

— +
Soit M1 ¢ R" 1 une réunion disjointe de cercles plongé avec

champ ((’ n de n-repéres normaux, et supposons que h (Ml, cpn) = 0.

Soient Ml’ <e.., M_ les composantes de Ml. On peut plonger une sphe-

y
+ +
rea ) trous V2 dans R" 2 dont le bord sera MIC R" 1, qui ren-
+ ~ +
contre R.n 1 orthogonalement, et située d'un seul coté, de R" 1 dans
Rn+2

Démontrer que (Ml, ffn) fournit une application homotope A une
‘application constante par la construction de Pontryagin-Thom c'est démon-
trer que utfn peut-@étre étendu sur V2 V(cch)mme champ de n-repeéres nor-
mgux). On complete V2 en une sphere 82 plongée dans R,n+2 en col-
lant les 2-disques plongés Di dont le bord est Mi’ situés de 1'autre co-

+ + :
té de R" 1 que V et encontrant R" ! orthogonalement. SZ a dans

+ " 4
R" 2 un fibré normal trivial. Donc la seule obstruction (en dimension 2)
pour étendre (¢ n» sur V2 est égale 4 l1a somme (sur i) des obstruc-
tions , pour étendre (P [ = (P'Mi comme champ de n-rep2res nor-

maux sur Di'
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- Un calcul immediat montre que Xi = bOi + 1 ol b\)i repré-
sente  (O[M,. L'hypothése h (M, () = 0 entrafne Za/i = 0, d'ou
la conclusion,

L.ecas k = 2.

. 2 . .
Soit M une surface fermée orientable (non nécessairement con-

+
nexe), plongée dans Rn 2 avec un champ (P n de repéres normaux.

On va associer & (Mz, LPn) une forme quadratique

2,
Q : H, (M% 2, ;5 -

Soit X € H (Mz; Zz) et C une courbe (pas nécessairement con

1
nexe) représentant x.

C est une immersion réguliere de VY cercles disjoints Sl’ cens S\) g
dans Mz. Si, pour tout x € Si’ i=1,...,Y , on adjoint a (Pn(Cx)
la normale a CSi- en x, on obtient une application ‘

W: S, +.., + S, —> Vn+2,n‘+1 = Son+2

qui détermine un élément de H1 (SOn ) > Z

+2 2’
On notera également 2 le reste mod 2 représentant ceét élément.

On definit
Q(C) = W + ™+ Y
ot U est le nombre de points de self-intersection de C.
Si C et C sont deux courbes sur M2, on a immédiatement

1 2

() Q(C; + Cp) = Q(C)) *+ Q(C,) + Co Cy,
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oi C, + C, al'interpretation évidente, et C., . C est l'intersection

1 2 1 2
des classes d'homotopie mod 2 representées par C1 et C’2.
L.emme : Si C, ~ C mod 2, alors |

1 2
Q(C) = Q(Cy)

Autrement dit, Q est bien une fonction sur Hl(Mz; Zz), a valeurs dans

Z2’ satisfaisant
QE *ty =QE +Qy) + xvy,
o x.y estllintersection des classes x et y.

Démonstration : On remarque tout d'abord qu'il est suffisant de démontrer

le lemme sous l'hypothése C, ~ C_, (en tant que cycles & coefficients en-

1 2

tiers).

En effet, si C1 r~ C2 mod 2, il existe une courbe C telle que
C?. e CI + 2C. L'équation (%) ci-dessus implique

Q (Ci +2C) = Q (Cl) mod 2,
et par suite, Q(C,) = Q(C; +2C) entrainera la conclusion.

Si C1 o~ C2, on a Cl . C2 = 0., En vertu de la formule ( * ),

il est donc suffisant de demontrer que C ~ 0 implique Q (C) = 0.

Si C~ 0, on peut, par un nombre fini d'opérations de la forme

y
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remplacer C par C'~ C telleque C' n'a plus de point double. On
remarque que le passagede C a C' ne change pas to et change -
et V d'une unité, L'expression (>+ 0 + V  reste donc inchangde.

Finalement, il suffit de démontrer que si C est un systéme de courbes

simples sur la surface Mz, etsi C ~ 0, alors Q(C) = w + Noo= 0,

Or, dans ce cas, C borde une surface & bord V2 (région de Mz) et
1+

Vz est munie d'un champ de repéres normaux (Pn dans R" 1. D'autre

+
part Q (C) est précisément la valeur de h (C, {" 1) du cas k = 1.
En vertu des résultats pour k = 1 ona Q(C) = 0.

L'invariant d'Arf d'une forme quadratique.

Soit H un espace vectoriel sur 22 et Q : H = £ Z2 une

forme quadratique (relative a une forme alternée bilinéaire non-dégénérée

H® H —> Z2 notée x.y). L'application @ satisfait donc a

QExty) = Q(®) + Q(y) + x.y

On sait que 1'éxistence de la forme alternée bilinéaire non-dégénérée
implique la parité de dim H.

Définition. On appelle base symplectique de H une base vectorielle

ees U, V , vV telleque u, . u, = v, . v, = 0 et
m m i j i

1) . 6 1’ LN J
u, . Vj = T pour tout) i, j = 1,..., m,
On convient que la base vide est symplectique.

Lemme. H admet toujours une base symplectique.
(La démonstration est élémentaire).

Définition. Soit u um, v vm une base symplectique.

13..0, ljnnc;

L'expression

-

m
C@ = 2= Qu) Q)
i 1 1 1
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est appelée invariant d'Arf de Q.

Lemme. C(Q) ne dépend que de Q (et en particulier ne dépend pas de la base

symplectique choisie pour le calculer).

(L.a démonstration est dans Bourbaki).

+2

Définition. Soit (M2, Lpn) dans R™° et Q : H, (M2, z,) — Z,

la forme quadratique associée. La signature de (Mz, 1’1) est par défini-
; g

tion l'invariant de Q.

Lemme. La signature de (1\/[2, \{J 1rl) est un invariant de la classe de (P -

cobordisme.

2
11 est suffisant de démontrer que si (M, LP n est le bord de

)
(o]
V3 C Rn+3 avec champ &’Dn, alors la signature de (Mz, :) est nulle.
(1\/[2 C Rn+2, la variété V3 située d'une coté de Rn+2 dans Rn+3 et ren-
contrant RnJrl orthogonalement suivant Mz).

On prend sur V3 une fonction o dont M2 est surface de niveau,
et dont les points critiques sont non-dégénérés. Si a € R est valeur régu-
liere de « , l'image inverse o —1(a) est une surface Ma plongeé dans
V3. On adjoint & P n ’ Ma la normale a Ma dans V3 (correspondant par
exemple & la direction positive sur R). Pour chaque variété Ma’ la signa-

ture est définie. Il est évident que Ma et M. ont mé&me signature sil'inter-

b
valle (a, b) ne contient que des valeurs réguliéres de la fonction & . Pour
démontrer que (M2, \P n) a une signature nulle, il suffit de voir que la si-

gnature de Ma ne change pas quand on traverse une valeur critique (non ré-
guliére) de oL . On peut supposer qu'il n'y a qu'un point critique de ol pour
chaque valeur critique.

Cas. 1. Si c est valeur critique correspondant & un point critique

d'index 0 ou 3, Mc c et MC+: difféerent par une sphere disjoin-
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te. Leurs signatures sont donc égales.

Cas 2, Si c¢ estvaleur critique pour un point critique d'index
1 on 2, l'une des variétés 1\/Ic _s on MC rs est obtenue & partir de
1'autre en collant un tube. Si le tube est collé 4 deux composantes distinctes,
les signatures des deux variétés sont encore trivialement égales.

Si le tube est collé & une seule composantes, il faut ajouter deux élé-
ments u, v A la base symplectique, u est représenté par un paralléle
du tube qui se ferme en une courbe sur la variété, v est représenté par
un méridien du tube, On ignore Q (u), mais Q (v) estnécessairement
nul car le représentant de v est isotope a4 une courbe homologue & zero de
la variété originale.

Dans tous les cas la signature de la variété reste inchangée a la tra-

versée d'une valeur critique.

On obtient donc une application

n

qui est évidemment un homomorphisme,

~ +
Surjectivité. On construit une surface - M2 C Rn 2 avec champ (P n

de repéres normaux dont la signature est 1 ¢ Z_  de la fagon suivante:

2
+
On prend Mz = S1 X S1 C R?,’ C Rn 2 et 1'on munit M2 du n-champ

1

; 1
normal canonique Lpn' ( (_@,n consiste en la normale & S~ X S dans

0
R3 suivi d'une base de Rn+2/ R3) . Soit L S1 —> SOn un repré-
sentant du générateur de Trl (SOn). On definit 3 : S1 X S1 —> SOn
par ﬁ (x, y) = A (x); A(y) ol le point désigne la multiplication dans
SOn. Lie champ ’{ n est obtenu a partir de (&n en 'tordant' par 1l'ap-

plication ‘|3 :



- 13 -

Michel Kervaire

@ = L@, 47 @.

Les cycles { = S1 X (%) et /L( (%) X S1 forment une base sym -
plectique de H (M Z) et Q(F) = Q(A() = 1. Donec

c, ¢ - 1.

Pour l'injectivité, Pontryagin fait appel & un argument simple de
théorie de 1'homotopie d'aprés lequel Trn +2 (Sn) ne peut avoir plus de
2 éléments:

Comme la suspension ‘rr4 (Sz) —> T est surjective,

n+2 (S )
—ﬁ‘n+2 (s™ n'a pas plus d'élément que ’ﬂ' (S ). D'autre part

T(S) “‘T(S)..»zz
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S. Smale )

1. Preliminaries

A (first order) differential equation (''autonomous'') may be consi-

dered as a C® vector field X ona C% manifold M (for simplici-
ty, for the moment we take the C® point of view; manifolds are assumed
not to have a boundary, unless so stated). From the fundamental theorem

c®

of differential equations, there exist unique solutions of X through

each point of M. That is, if xe& M, there is a curve L{)t (x), |{tlce
ay (x) 0 .
such tha‘f, ‘f)o (%) —:, __.ggciﬁ_ l b=ty © X ( Lho (x) ) if ]t0|<2 R
and {’{)t (x) is ¢ on (t,x) (in a suitable domain).
Moreover if M is compact then CFt (x) 1is defined for all
té R (R the real numbers) and X defines a l-parameter group of

transformations of M.
More precisely, a l-parameter group of transformations of a mani

2.3
fold M isa C map F : R x M- M such that if (’Pt (%) = F (t, x),

then .
(a) LFO (x) = x
® ¢, @= P

Then for each t, LPt : M —=M is a diffeomorphism (a differen-

tiable homeomorphism with differentiable inverse). A differential equation

) The author was a Sloan fellow during part of this work.
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on a compact manifold defines or generates a l-parameter group of trans

formations of M. We shall say more generally that a dynamical system

on a manifold M is a l-parameter group of transformations of M.

If U(’t is a dynamical system on M, haf_l_(_).(_)_ t=0 = X (x)
defines a C% vector field on M which in turn generates ('Pt' We
also speak of X as the dynamicl system.

Let X,Y be dynamical systems on manifolds My, Mg respec-
tively generating l-parameter groups Hot’ \{/t. Then X and Y
(or th, \i/t) ~are said to be (topologically equivalent if there is a
homeomorphism h : M;—> My with the property that h maps orbits
of X into orbits of Y preserving orientation.

' The homeomorphism h : 1\/I1-> M, will be called an equivalence.
Often M; = Mo,.

The qualitative study of (1st order) differential equatiohs is the
study of properties invariant under this notion of equivalence, and ultima-
tely finding the equivalence classes of dynamical systems on a given ma-
nifold. 2)

In this paper we are concerned with the problem of topological equi

valence. An especially fruitfull concept in this direction is that of struc-

tural stability due to Andronov and Pontrjagin, see [5] . The definition

in our context is as follows.
7 Assume a fixed manifold M, say compact for simplicity, has so-
me fixed metric on it. An equivalence h: M-—-—> M  (between two dynami-

cal systems on M) will be called an & -equivalence if it is pointwise wi-

2
) For a survey of this problem see talk in the Proceedings of the Interna-
tional Congress of Mathematicians, Stockholm 1962.
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thin &  of the identity. .One may speak of two vector fields X and Y
on M as being C' close (or dC' (X,Y)« 6( ) if they are pointwise
close and in addition, in some fixed finite covering of coordinate systems
of M, the maximim of the difference of their 1st derivatives over all the
se coordinate systems is small. (Similarly one can define a c’ topolo-

gy, 1 £ rg oo, see [7] ). Then X is structurally stable if given

-

£ >0, there exists L‘S> 0 such that if a vector field Y on M sa-

tisfies dor (X, Y)<<S , then X and Y are <& -equivalent.

The problem of structural stability is:
given M compact, 'are the structurally stable vector fields on M, in
the above C' topology, dense in all vector fields. If the dimension of
M is less than 3, the answer is yes by a theorem of Peixoto [9] ; in
higher dimensions it remains a fundamental and difficult problem.

Although in this paper we are not concerned explicity with structu-
ral stability, this concept lies behind the scenes. Attempts at solving the
problem of structural stability, guide one toward the study of the generic
or general dynamical systems in contrast to the exceptional ones.

There seems to be no general reduction of the qualitative problems
of differential equations. However, there is a problem which has some

aspects of a reduction. This is the topological conjugacy problem for dif-

feomorphisms wich we proceed to describe.

Two diffeomorphisms T, T':M; —> My are topologically (diffe-
rentiably) conjugate if there exists a homeomorphism (diffeomorphism)
h: M; — My suchthat T'h =hT. Often M, = My. This topological

conjugacy problem is to obtain information on the topological equivalence
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3)
classes of diffeomorphisms of a single given manifold.
When dim M = 1, the problem is solved according to results of Poincaré,
Denjoy and others, see [2] . For dim M>1, there are very few general

theorems. We now explain the relevance of this problem to differential

equations.

2. Cross-sections

Suppose X, or q?t’ is a dynamical system on a manifold M.
A cross-section for X is a submanifold 2  of codimension 1 of M,

closed in M, such that (a) 2 is transversal to X,
(b) if x& = , thereisa t > O
with §, x) e,
(¢) if xeéXY , thereisa t< 0

with Lf)t(x)é?—: , and

(d) Every solution curve passes

through >

If X admits a cross-section =2 , one can define a map
T2 by T (x)= LPtO (x) where t, is the first t greater
"than zero with (‘Pt (x) & 2 . It is not difficult to prove that T : 22X

is a diffeomorphism, called the associated diffeomorphism of 2.
One can also easily prove that, if M is compact and connected,
then conditions (c) and (d) in the definition of cross-section are conse-

quences of (a) and (b).

3)

See footnote 2.
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U

Suppose on the other hand T, : Zo - 2—0 is a diffeomorphism

of a manifold. Thenon R x Zo let (t,x) be considered equivalent to
the point (t+1, T (x)). . The quotient space under this equivalence relation
is a new differentiable manifold say M, Let X, be the dynamical sy-
stem on M, induced by the constant vector field (1,0) on R XZO,
and T : Rx Zo-)Mo the quotient map. We say that X, on M,

is the dynamical system determined by the diffeomorphism T .2 OQZO.

2.1 Lemma

Let "Ft be dynamical system generated by X on M, which
admits a cross-section > . Then by a Cw reparameterization sy (t)
of t,x €M, one can obtain a l-parameter group Hps of traﬁsforma—
tions of M suchthatif xe3 , ¥ (x)€ 2 and Y. x)¢ 2 for
0 € s £ 1. |

We leave the straightforward proof of 2.1 to the reader.

2.2 Theorem

Suppose the dynamical system ({)t generated by X on M.
admits a cross-section 2. with associated diffeomorphism T. Let
X, on M, be the dynamical system determined by the diffeomorphism
T :2—>2 . Then X, on M, is equivalentto X on M (by a dif-
feomorphism in fact).

Proof. First apply 2.1. Then the desired equivalence of 2.2
can be taken as induced by f: M= R x2 , f( LPS (x)) = (s,x)

for x ¢ 2

2.3 Theorem

——

If Ty P o —> 2.0 is a diffeomorphism,' the dynamical sy-
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stem it determines has a cross-section 2 with the property that the
associated diffeomorphism is differentiably equivalent to Ty

For the proof of 2. 3, one just takes T (0 x Z 0) for > s
and the equivalence is induced by the map of 2 ™" R x > o given by

x > (0, x).

2.4 Theorem

Let To : 2~ .~ & 1, . =7 2 be diffeomor-
phisms which determine respectively dynamipal systems X, on Mo
and X; on M;. If T, and T; are topologically (differentiably)
equivalent then X, and X; are topologically equivalent, (equix;alent
by a diffeomorphism).

The proof is easy and will be left to the reader.

The preceeding theorems show that if a dynamical system admits
a cross-section, then the problems we are concerned with admit a reduc-
tion to é diffeomorphism problem of one lower dimension. Furthermore
every diffeomorphism is the associated diffeomorphism of a cross-section

of some dynamical system.

Remark:

The existence of cross-sections in problems of classical mechanics
first motivated Poincaré and Birkhoff [1] to study surface diffeomorphisms
from the topological point of view.

A local version of the preceeding ideas on cross-sections is espe-
cially useful. A closed or periodic orbit X of a dynamical system

L/)t on M is a solution CPt (x) with the property L{?t (x) = x

for some t # 0. A periodic point of a diffeomorphism T : >—>2
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——

is a point pe€ 2~ such that there is an integer m # 0 with ™™ (p)=p
t .
(Tm denotes the m h power of T as‘a transformation). The following

is clear.

2.5 Lemma

Let ('Pt be a dynamical system on M with cross-section 2.
and associated diffeomorphism T. Then p € 2 isa periodic point of
T if and only if the orbit of the dynamical system through p is closed.

A local diffecmorphism about p & M 1is a diffeomorphism

T : U~>M, U aneighbourhoodof p and T (p) =p. Two local dif-
feomorphisms about p; & Ml’ D) é‘-Mz, ' Tl : Up = My, Tqy: Ug—> My

are topologically (differentiably) equivalent if there exists a neighbourhood

U of p; in U; anda homeomorphism (diffeomorphism) h: U — U,
such that h (pq) = pz and Tsh (x) =h T4 (x) for x é Tl_l (U)yn u.

The following is easily proved.

2.6 Lemma A

If X 1is a vector field on a manifold M, X (p) # 0, for some
p € M, there exists a submanifold Z of codimension 1 of M con-
taining p and transversal to X.

Let 3/ be a closed orbit of a dynamical system ('Pt genera-
tedby X on M, pé ()/ . Let 2 be given by 2. 6 containing p,
with (CL 57) M Y *P. One defines a local diffeomorphism T of P
about p by T(x) = ‘70;5‘(")‘:)65 where x is in some neighbouhrood U
of p 1n 2. and t is the first t > 0 with Lft(x) &3 . Call
T @ U ~—>» ¥, the local diffeomorphism
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associated to the closed orbit 2{ s 2 a local cross-section.

2.7 Lemma

The differentiable equivalence class of T depends only on X
and the vector field X. It is independent of p and Z

Proof. Let P1, P2 & X with local cross-sections Z 1, Z 9
respectively. Assume first p; # Py Th_en we can assume

> 1 N2 g £ Define h : U—> o, for U a sufficiently small

neighbourhood of p in Z 1 by h (x) = ‘Pt (x) for x € U by tak-
ing t > 0 thefirst t suchthat ,(x) € 2>, Then h acts as
a.differentiable equivalence. If P{ = Pa: take pgé€ ( , distinct from pq,
and with local cross-section > 3. Then apply the preceeding to show °
that the local diffeomorphism of > 1 1s differentiably equivalent to th‘at

PR

of > 3 and that of > 9 s differentiably equivalent to that of 2 3.
Transitivity fineshes the proof. :

Now given a local diffeomorphism about pé€ 2 , T : U-— Z—,
one éan construct a manifold M,, with a vector field X,, containing a
closed orbit X with Z as a local cross-section. The construction is
the same as in the global case. Moreover, and this is a useful fact, the lo-

cal analogues of 2.2 - 2.4 are valid.

3. Local Diffeomorphisms

3.1 Theorem

Let A : E'—> E" be a linear transformation with eigenvalues
satisfying 0 < ,/\ i! < 1, Then there exists a Banach space structure
on E" suchthat [AJ = A < 1.

The proof follows from the fact that every real linear transformation
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is equivalent to a direct product of the following real canonical forms

[ 4 B

B A |

- * ¢ ° a:"" ' J/J""'
& o - ,‘
c ¢ !

and

- " - -

L R T

Fo'aF
o ¢ -Bd

Here § can be taken arbitrarily small, and & + iﬁ ,d — i R

are the eigenvalues, These canonical forms may be deduced from the usual

Jordan canonical form, and the following two easy lemmas.

3.1a Lemma
The linear transformations given by the following two matrices are

equivalent, where o s F are real.

ES Atcp o, O
.--rS o ) A~bf3



- 10 -
S. Smale

3.1b Lemma
The linear transformations given by the following two matrices are

equivalent where (Y is non-zero, but otherwise arbitrary.

N A
1N '?
Lo "¥. .

O\j\ )\ ‘ \‘ O’-,X\/\

!

-
~
~

The equivalence is given by

A linear transformation satisfying the conditions of 3.1 will be cal -

led a linear contraction.

3.2 Theorem

Let T be alocal diffeomorphism about the origin 0 of En' _
whose derivate L. at 0 1is a linear contraction. Then there is an equi-
valence R between T and L. which is C')o except at 0. In fact
there 'is'a/'gwlobal diffeomorphism T' :. E® —> E" which agrees with T
in some neighbourhood of 0 and a (global) equivalenée R between

T' and L, c® except at 0,

Proof

By 3.1 we can assume |L]J < & <« 1, andthat T (x) =
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= Lx +f (x) where “ f" X“” —> 0 as Jx| — 0. Choose r > o
sothat (I T (x)|< (1 -9) jlxll for |xi < r. The following is well

known.

3. 2a Lemma
. @ n
Given r > o, there exisis areal C function (70 on K
which is one on a neighbourhood of 0, “ (-{7 (x)u £ 1 forall xe& En,
and CP(X) =0 forall || x|l 2 r.
Let f(x) = (F (x) f (x) where Cp (x) is given by 3.2a. Then

it is sufficient to prove 3.2 for TO and L where To (x) = Lix + f{x),

and TO is defined on all of E". Observe that for =i > r, T, (x) =
=Lx. Define R : E'—> E" by R(0)=0 and Rx =T " L-N_
where N is large enough so that Wr-N x I > r Itis easy to check
that R is well-defined, has the equivalence property, and is a C°° dif-
feomorphism except at 0. It remains to check that R is continuos at the
origin, or that ﬂ R&x)] — 0 as |[xll = 0. First note that there
exists k < 1, so thatfor all x €E", "I‘Ox[] < kx. Also R (x) =
= TON L-Nyg- TON y where y = LN x and we can assume Il y“ < M.
Then continuity follows from the fact that as }] x}| —> 0, the N of defi-
nition of R (x) must go to infinity.

A local diffeomorphism satisfying the condition of 3.2 is called a

9

local contraction. A contraction of E ' is a diffeomorphism T of Eq

on to itself such that there is a differentiably inbedded disk D C E Y with
. , G

T Dc interior D, M;,, TD = origin of CRART ico JTID = ol

Thus using 3.1, the T constructed in 3.2 is a contraction. If all the

eigenvalues of a linear transformation L. have absolute value greater

that one, then L 1is called a linear expansicn,
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If the derivative at p of a local diffeomorphism T about p is a linear

expansion then T 1is called a local expansion. The inverse of a linear

(local) expansion is a linear (local) contraction. In this way 3.1 and
3. 2 give information about linear and local expansions.

The following theorem was known to Poincaré for dim E = 2: One
can find n dimensional versions in Petrovsky [IO] , ‘D. C. Lewis [6:[ Y
Coddington and Levinson [2] , Sternberg [14] and Hartman [4:[ . Some
of these authors were concerned mainly with the éimilar theorem for diffe-

rential equations.

3.3 Theorem
Let T : U-—>E be alocal diffeomorphism about 0 of Eucli -
dean space whose derivative L. : E—>E at 0 is a product of
L; : E{~>E;, Ly : Ej > Ey, E=E{xEy where L4l ,
JL-1 < 1. Then there is a submanifold V of U with the following

properties:
(a) 0 ¢V, the tangent space of V at 0 is El’
(b) TV C V, and

(c) there exists a differentiable equivalence R between a local diffeo-
morﬁhism T' about 0 of E whose derivative at 0 is 1L,

and T restrictedto V,
7o)

(@ V=Y (Bj where By = UNTU and Bj is defined inducti-

velyby Bj = T-! (Bj-1 N By).

Due to the previous discussion in this section, the hypothesis of
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3.3 is mild, merely that hoeigenvalue of L has absolute value 1. One
may apply 3.2 to the restriction of T to V. Note by applying 3.3 to
T-1 - one can obtain a submanifold Vg of U containing 0 . whose tan-

gent space at 0 is Eg and T restrictedto Vg, is alocal expansion.

We call V the local stable manifold, Vo the local unstable manifold
of T at O
Use (x,y) for coordinates of E = Ej x Eg, so that one can write,

using Taylor's expansion,
T (x,y) = (L x+g (x,y), Lay+eg, (xy))
The proof of 3.3 is béged on the following iemma.

3.4 Lemma

There exists a unique Ca’ map ¢: U; = Ey, U; aneigh-
bourhood of 0 in 'El, ¢ (o) =0, ¢'(o) = 0 satisfying
3.5, PLyx+g (x, P =Ly G +ga(x P )

[

Furthermore (x, ¢(x))€ Na) j=o Bj’ Bj as in (d) of 3.3,

To see how 3,3 foll'oévs from 3.4, let V be the graph of }{ .
ie. V= (x, .¢(x)) € E;y xEy forall x in Uy, whereby 3.2 we
assume T'U; C Uy;. Thenletting R :U; —> V be defined by R(x) =
= (x, ¢ (x)), T! :'Ul - E; by T (x) = Ly x+ gy (x, ¢(x)) and
using the equation of 3, 4, it is easily verified that V, R, T' satisfy 3.3
Thus it remains to prove 3.4, '

This we do not do‘here, but remark that one solves the functional

equation 3.5 by the method of successive approximations.

4. Stable manifolds of a periodic orbit
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The global stable and unstable manifolds we construct in this section
were considered by Poincaré and Birklhoff.“ [1] in dimension 1 for a sur-
face diffeomorphism. The analagous stable manifolds for:a dynamical sy-

stem (see section :2) have been considered by Elsgoltz fS] , Thom [1 5_] .
Reeb [11] andin [12]. |

Suppose T : M ~» M is a diffeomorphism and p € M is a pe-
riodic point of T so that J i (p) = p. The derivative L. of T at
p will be a linear automorphism of the tangent space Mp of M at p.
The point p will be called an elementary periodic point of T if L

has no eigenvalue of absolute value 1, and transversal if no eigenvalue of

Li is equal to 1.

4.1 Theorem o
L.et p be an elementary fixed point of a diffeomorphism :

T:M —> M, and E; the subspace of M 1 corresponding to the eigen-

P
values of the derivative of T at p of absolute value less than 1. Then
there issa C o map R : E;—M which is an immersion (i.e. of rank=
= c}im Eq everywhere), 1-1, and has the property TR = RT' where

,"I’.": Eq1 — E; is a contraction of Ej. Also R (p) = p .and the derivative
of, R at p is the inclusion of E; into Mp.

Proof. One applies 3.3. Themap R of 3.3, say R, is
defined in a ynei»ghbourhood U.of 0 in E; into M. We now extend,

it to all of E1 to obtain the map R of 4.1. By 3.2 we can assume.

T' of 3.3 is a (global) contraction of E;. If x & E;, let Rx=
= 7-N ROT'NX where N is large enough so that TNy € U, 1t may be
verified with little effort that R is well-difined and satisfies the condi-

tions of 4, 1.
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The map R : E;j— M, or sometimes the image of R, is called

the stable manifold of p or T at p. The unstable manifold of p

or T at p is the stable manifold of 1 at p. These objects seem

to be fundamental in the study of the topological conjugacy problem for dif-

feomorphisms. An (elementary) periodic orbit is the finite set

k'i)eZ Tip where p is an (elementary) periodic point. The defini-
tion of the étable manifold for an elementary priodic orbit (or sometimes
elementafy periodic point) is as follows. Let (P E{-—> M be the sta-
ble manifold of ™ at p where m is the least periodof p, p

in our periodic orbit. Then R: Eli —> M is definedby R = Tt ¢

where 0 £ i < m and Ell is a copy of E;. Thus the stable manifold

—

of a periodic orbit is the 1-1 immersion R of the disjoint union of m
copies of a Euclidean space. The stable manifold of a periodic poéint B

is defined to be the aomponent of the stable manifold of the associated pe-

riodic orbit in which B lies, The unstable manifold of a periodic orbit

(periodic point) is the stéble manifold of the peiodic orbit (periodic point)

relative to T_l.

5. Elementary periodic points

Let {)  be the set of all diffeomorphisms of class C° of a
fixed compact C* manifold M ontoitself, w3 r > 0. Endow o
with the C* topology (see [7] ). It may be proved that 'y, is a com-
plete metric space. We recall that in a complete metric space the coun-

table union of open dense sets must be dense.

5.1 Theorem
Let M be a compact o manifold, r > 0, and D the spa-
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ce of Cr diffeomorphisms of M endowed with the Cr topology. Let
&)C oD be the set of T with the property that every periodic point of

T 1is elementary. Then 09 is a countable union of open dense sets.
We prove the following str:onger theorem which implies 5.1 (since

D St
6) = Q >+ G;\ ) Z" denotes the positive integers). -
€

5.2 Theorem
L.et D beasin 5.1 and d)p be the set of diffeomofphisms
T with the propert that every periodic point of T of period £ p is

elementary. Then fp is open and dense in D,

We first show that ij is open OD . Let Toé 6; s

Ty —>T, in D, T; € D. It mus;c be shown that T;€ fp for lar-

ge enough 1i. Suppose not. Then there exist p'i: i=1, 2,.... (Pil £ P,

such that Tipi (Xi) = x5 and x; 1is not an elen{éntary periodic point of

T; of period pj- By choosing subsequences, we can assume Xj - X € M
and the p; are constant say p, Then Tpo'(xo) = X,. Thus

Xo is a periodic point of T of period p, £ p and elementary since

p .
T €& So the derivative of T © at x_ has no eigenvalue of absolu-

P o
Po

te value 1. On the other hand the derivative of Ti at X5 for all i
has an eigenvalue of absolute value 1. This is a contradiction since

T;i —> T in the Cr topology, r > o, and X; —> Xg-

0 .
We next show that \ p is dense in p-1’ p = 1, o = D.
o)
This will finish the proof of 5.2. Let v p be the analogue of \/Pp

with elementary replaced by transversal. Then it is sufficient to prove:

(1) GAP N GDp—l is dense in pp—l’ and (2) fp is dense in
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G)p. We first do the main step, (1).

For p =1, we use the following easily proved lemma.
5,3 Lemma
ILet T:M—> M be a diffeomorphism.” Then x ¢ M is a trans-
versal periodic point of T of period’ p "if and ohly if the graph F of
'fp and the diagonal A in Mx M intersect transversally at (p, p)
(i. e. the tangent space of A and r' at (p,p) span the tangent space
of MxM at (p,p')
Then a_general position theorem of differential topology applies to
yield that 6)1 is dense in )3 (see Thom [16] ).
Let T € p-1 and Pl, cees /jk be all the periodic points
of T of periodic £ p-1. Then one can find neighbourhoods N; of
}31 so that any periodic point of T in N = U.iljl N; of period¢ p
is one of the  [3; and elementary.
Now let 0 = ming ¢ cr, (M-N) 9 (x, Tix) where | il £ p-i.
Then % > 0. By possibly choosing smaller we can assume that
any set U of diameter <L 2 8 is contained in a coordinate neighbour
hood of M and hence that T (U), has the same property. Next for
X € M, let U (x), V(x), W (x) be neighbourhoods of radius S s
1/26 , 1/3 S respectively. Let (U, ,V, , W ) for L=1,...,q

be a finite set of these such that U W, = M, for each o choose a coor-

ST

dinate neighbourhood E, O CLTU.

-1
Then using the linear structure of E,, T-S " :D — E, isa

i | a1
well defined map where S=TP™' and D;={x ¢ G| s"'x ¢ E }.

By Sard's theorem, see e. g. [16} , choose a map g,( : D, - E, ) small
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e ihe £ ‘oo -1, s
with its first r derivatives so that T-S ] g: U —> Ea(‘ has 0 as
a regular value. Starting with o =1, let Ty =T outside Uy, Ty =
=T /gy on V; wusing 3.2a. Then T; restrictedto V; has trans-

versal periodic points of period p as can be seen as follows:
If x € Vi and Tlp (x) = x,- then Tlp (x) = T(p_l)

and Tix ='S*1x. So (TI—S_I)x=O and since T; - S_1 has a re-

p-1

T1x

gular value at 0, the derivative of T4 at x: is non-singular and

X is a transversal cingular point of T, of period p.
One makes the same construction for « =2, ..., q, making sure

that is so small with respect to the '"bump function' that the diffeo-

g
A
morphism retains its desirable qualities on N .and Wy, ..., W;_ 4.

This proves that Fp is dense in Fp-l'

/) —
We finally show that fp is dense in o Let T, € pp’

Then by 5.3 the periodic points of T of period € p are isolated,

P

hence finite in number, say Pl’ cees /3 K Let Ny, ..., N be
disjoint Euclidean neighbourhoods of the I3 i Then it is sufficient to
show that given i, 1< i & k, there exists a diffeomorphism
T:M-->M suchthat T = T0 outside of N;, T approximates TO,

" and T has }31 as an elementary periodic point. This can be easily
done using 3. 2a and the fact that linear transformationszwifh no eigenva-
lue of absolute value 1 are dense in all linear transformations. This fini-

shes the proof of 5. 2.

Remark
. If Té G) , then given an integer N, there exists only a finite

number of points of period £ N of T. This follows from 5.3. Hence
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T has only a countable number of periodic points.

6. Normal intersection

Two submanifolds W;, Wg of a manifold M have normal inter-
section if for each x €& W, 4l W,, the tangent space of W; and Wy

at x span the tangent space of M at x. A diffeomorphism

T: M ~> M has the normal intersection property if when fgl, 13 9
are generic periodic peoints of T, the stable manifold of ]‘3 1 and the
unstable manifold of P 5 have normal intersection (this definition is
clear even though the stable manifold is not strictly a submanifold).

Let CD and G) be as in the previous section and let C(a be the

subspace of G> of diffeomorphisms with the normal intersection property.

6.1 Theorem

2 is the countable intersection of open dense subsets of AD
(The first theorem of this kind seems to be [13]

Let our basic manifpld M have some fixed metric and let N (x),
for ¢ >0, x € M, denote the open & neighbourhood of x in M.

Let R+ be the set of positive real numbers.

6.1a Lemma ‘
For each pe€ Z ‘there exists a continuous function
Z Gp - R+ with the following property. If T & @ Xx € M
is a periodic point of T of period £ p, then CL [NS (T)(X ﬂWlxj CW(x),
where W (x) is either the stable or unstable manifold, \ (x)

or Wu(x) respectively, of x with respectto T.

Proof
It is clear that on an open neighbourhood Nok of each T)\ IS (pp
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that one can find a constant function £,  with the property of & of
6.1la. Let &, , Ny be acountable covering of f of this type,
& =1, 2, ---. Then let s' - 51 on Njy, é—min( e 15 e o)
on Ny - Ny, min ( ¢ 1, 2 9, 53) on Nj ‘Nl - Ny etc.. Then

4 1 is lower semicontinuous on F Fifxally, for example by Kelly,

p’ .
General Topology, New York’1955 p. 172 one can obtain the e of 8. 1a.

Now if x is a periodic point of T & Fp of period < p, let

'e"
[4 ~ LA

L (X)zLZ(X’T) CLLN )()/)W ()], € =s or ¢=u
Define ka, {e 27, tobe the subspace of 6) of diffeomorphisms
~ with the following property. If x,y ¢ M are perlodlc points of period
£p of TE€ 6)13, then at each point of Tk @Y (x)) N T_k ‘(L‘S(y)),

w' (x) and w® (y) have normal intersection.

6.2 Theorem
z“k, is open and dense in D,
Note that (6.1) fellows from (6. 2) because g = P ke >t P
For 6.2 we first remark that Ekp is clearly open in oD

Hence in view of 5. 2 it is sufficient to show that f kp is dense in
s
Let Te ojp. Denote by /gl, -, }3/2 the periodic points
v g T
of T of period € p with stable and unstable manifolds WiL =W ( ﬂ i),
(9" - : .
¢ =8, u,

t

We will consider only approximations T' of T which agree
with T on some neighbourhood V., of the f3 i and so that [51,

=1, ...,k are precisely the periodic points of T' of period <« p.

o
Let the corresponding stable manifolds of such a T! be noted by Wis
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i=1, ...,k etc.

OJ

'
With T' as above, there is a canonical map q W, = W?:|

i ’

T =s,u,i=1, ..., k, defined as follows. If x & W;°, m = period % |,
there is a positive integer N  such that Tmn(x) E Vy, forall N 2 N..
Let gx-= " MlopMBoy  mor x ¢ Win one takes n < ny < 0.

Then q is a well defined 1-1 immersion,

pr fix i, j§,1 <1, j < ko. It is sufficient for 6.2 to approxi-
mate T | by T! as above such that on the intersection of T‘ k (Liu' )
and ’I" -k (L.S, ), Wiu/ and stf have normal intersection where
Li“' = qu", LY =LY (EL T et “

u

The first stage of this argument is to replace Tk (Li ) and

T-k (Ljs) by submanifolds of M, Y; and Yy respectively'with the

following properties:

(6.3) The Yi are diffeomorphic to disks,

wi o™l (y,) ) v; D ™ (LY

w5 T2 (Y, ) Yy, D T'k(Ljs

j )

Here M1 is the least period of g i my that of Fj and ))GO
is interpreted as to mean "contains an open set containing'. Such Y;
cléarly exist from- 3.1, 3.2 and 4.1,

If T' isan approximation of T agreeing with T on a neigh-
bourhood V, ofthe [K; let  §Y¥; = Yi, i = 1,2. Then without
loss of generality we can assume

6.37) w¥>r™y/) P v p v ELH)

WD T2y, ) vy D TR
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Hence it is sufficient to find sucha T' with Y;' and Yo' having nor-

mal intersection.
The compact subset CL (Tolel - Yy) is soto speak a fundamen

tal domain of T 1 restricted to Wiu. Thus one may find without diffi-

culty connected open sets Zl’ Fad o in Wiu : with compact closures

which are each disjoint from their images under T™1  and in addition

2,0 2, D cL(r™lyy - vy

A

Let P-CL{T@'(ilﬂ v [ 4 > 0}

CL«{ T”'?(§1)'[ {> 1}

The following is easily checked.

Q

6.4 Lemma

pn T (Z, Ny, = ¢

¢

]

Qn Tt (Z’lﬂyz)

Let Up, Uq’ V be open sets such that
‘ - -1,z = _
UpD P, Ug2Q VOT (£:0 v, and Upp’\v-;@',
Uy N v=¢.

By the Thom transversality theorem Ll 6] and a suitable patching

by a Cm function (similar to 3. 2a) one can find an approximation T'

of T with the following properties:

/? and the

(a) T' =T on a neighbourhood V, of the i
o i

complement of V in M.

b)) T C T~1 ( Z 1) and Y, have normal intersection (i.e.
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j and T' [T 1J have normal intersection on
T [T 1] N Yz)

Suppose now that x € Y'; N Y's, and TPx ¢ Zl for some
integer m  where Z'l = q ( X 1). We will show that at x, Yi
and Yg have normal intersection. This is a consequence of the follow-
ing statements.

'
(a) myz o and T 5 E Yy

(b) Zl ‘s T'LT ( ] andso T'"™x & T
[T Z .

(c) there exists a neighbourhood of ™ X in Y’2 which is
in Ys.
It can be shown without difficulty that (a), (b), and (c) are conse-
quences of the choice of V.
Now one carries out exactly the same procedure with Z = q( Z
replacing 2 1 inthe argument. This gives us an approximation T"

of T' with the desired properties of 6. 2.

7. Elementary Singularities of a vector field.

We now pass from the diffeomorphism problem to the case of a dy-
némical system.,

Let M be a compact ¢’ manifold 1 £ ré¢ 00 and }3
space of all Cc’ vector fields on M withthe C’ topology. One may
put a Banach space structure on '3 if r£ ¢ . In any cases /'3
is a complete metric space.

A gingularity p of X on M is a point at which X vanishes.

Let p be a singularity of X on M. Then using some local product
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structure of the tangent bundle, in a neighbourhood U of p, X is a .
differentiable map, X : U —> Mp, whose derivate A at p is ali-
‘near transformation of ,,Mp.
' We will say that. p is an elementary singularity of X on M
- if the derivative A of X at p has no eigenvalue of real part one, and
transversal if A is an automorphism.

Let ( be the subset of /3 - such that if X€& C , X has on-

ly elementary singularities.

7.2 Theorem
7 .
C is an open dense set of ﬁ

To see that, one first checks the following lemma.

7.3 Lemma

Let X be avector fieldon M. Then x € M is a transversal
singular point of X if and only if X, as a cross-section in the tangent
bundle meets the zero cross-section over M transversally.

From this and the transversality theorem of Thom [1 6.1 one con-

cludes.

7.4 Lemma
Let C’ be the subset of F of vector fields on M which have
only transversal singular points. Then CI is an open dense subset of
)3 ~ Now' 7.2 follows from 7.4 as in the proof of 5. 2 where } p
was shown to be dense in @ P
Note that it X & C , oreven (C', by 7.3, the singular points

of X are isolated and hence finite in number.
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8. Elementary.closed orbits

Let d/ be a closed orbit of a vector field X on a manifold with
associated local diffeomorphism T : U—> < about p & (11 pJ
Then J/ will be called an elementary (transversal) closed orbit of X

if T has p as an elementary (transversal) fixed point.

8.1 Theorem

Let C o be the subspace of C (of section 7) of vector
fields X on M -~uch that every closed orbit of X is elementary. Then

C’ o 1is the countable intersection of open dense sets of /3) . L. Marcus

[1 8] has a theorem in this direction. Also R. Abraham has an indipendent
proof of 8.1 [17] .

If 3/ is a closed orbit of X on M, then one can assign a posi-
tive real number, the period of J as follows. Let x ¢ . Cﬂo(x) = x
where t, 2> 0, C’pt (x) # x, 0<& t< ty,. Then ty is an invariant
of a/', , the Eeriod of (f i

For a positive real number L, let C L cC consist of X
on M such that, if (f is a closed orbit of length £ L, then <}/ is ele-

mentary. ﬂ C)

Since C o T L €& Z + I, Wwith 7.2, 8.1 is a consequen-

ce of the following,

8.2 Theorem
= . C C)
For every positive L, L is open and dense in
The proof is somewhat similar to the proof of 5. 2.
First that C L is open in C follows from a similar argument

to that of 5.2 used in showing that fp is open in f . We leave this
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for the reader. ‘ s

It remains to show:. C) 1, s dense in C . Let X €& C . The
first step is to construct a finite number of open cells 'Ux of M ' of
codimension 1, transversal to X such that U;L D Vﬁ& where W
is a closed sub-disk of U, such that every trajectory of X passes
through some W, . It is a straightforward matter to show that such a set
of (U, Wd\) exists.

Fi;{ing A now, the next step is to approximate X by X', a
vector field on M equal to X outside a neighbourhood of W, so that
if <Y is a closed orbit of X' of length £ L, intersecting some fixed
neighbourhood of Vﬂ({( in U, then (Y is elementary. The existence
of such an approximation is sufficient for the proof of 8. 2.

The construction of the approximation X' of the pre(;eeding para-
graph is based on the methods of Section 2 and 5. We outline how this
is done. Let VO; be a compact neighbourhood of W, in U, . Then
let D < U bethe set of points x of U, such that (pt(X)é A
forsome t, 0 <t <€ 2L, andi T Dx
morphism, say really defined on some neighbourhood of D, in I{L .

—> Y{ the associated diffeo-

Now apply the methods of 5.2 to approximate T by T' suchthat T!'
is defined in a neighbourhood of D, andthat T' has only generic pe-
riodic points. Now using the construction of Section 2 and 3. 2a one

defines the above X' wusing T'.

9. Stable manifolds for a differential equation

The following is the global stable manifold theorem for singulari-

ties of a vector field.
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9.1 Theorem

Let X bea C = vector field ona C*° manifold generating a
1-parameter group 49 t» Wwith an elementary singularity at x5, € M.
Let E1CMXO be the subspace of the tangent. space of M at x, cor-
responding to the eigenvalues with real part negative. Then there is a
1-1 ¢* immersion ({/ B> M with the following properties:

(a) X 1is everywhere tangent to ‘;V (E1) andas t—>,

@ilx) — X, forall  XeY(Ey).

(b) Lf/(O) = X and the derivative of y/ at xo is the in-

clusion of E, into My,

Proof

It can be checked that the map R of 4.1 satisfies 9.1 using
(101 for T of 4.1.

Of course there is a local version of this theorem which can be found

for example in CZ] . One may also derive 9.1 directly from this. The

map \'/ of 9.1 or its image is called the stable manifold of x.
One has a stable manifold associated to an elementary closed orbit

of a differential equation by the following theorem.

9.2 Theborem
Let ¢ bean elementary closed orbit of a differential equation
X on M generating a 1-parameter group (lp t. Let x¢ J/ s
T : Z —> Z be an associated local diffeomorphism of " at x whith
derivative L at X, and E; the linear subspace of My tangent to
Z corresponding to the eigenvalues of L with absolute value £ 1. Then

there exists a contraction Tj i Eq —> E1 with the following true.
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The construction preceeding 2.1 appliedto T, defines a manifold M,
with a vector field X, on M, Then there is a 1;1 immersion
\{/: My —> M mapping X, into X up to a scalar factor and (71/ (p)=
= X where p is the point of M, corresponding to’ (0, 0) of E1 x R
(in the definition of M,). |
For the proof we only need to note that ‘f/ is defined in a neigh-
bourhood of 0 x R and then extended to M, by the device used in the

proof of 4.1.

Then \}/ or its image is called the stable manifold of (J/ . The

unstable manifold of a singularity or closed orbit of X on M is the

respective stable manifold with respect to -X.
In general M, is either S'x E, or the twisted product.
If X is a dynamical system on-a manifold M, we saythat X

has the normal intersection property if the stable and unstable manifolds

of X have normal intersection with each other. Fixing compact M,

let Eo: )3 be as in the previous section and Olo be the set of
X in C

9.3 ’ Theorem

o With the normal intersection property.

02 o 1is the countable intersection of open and denseg sets ofv/:( .
This theorem and its proof are somewhat analagous to (6. 1).
For the proof of 9.3, let § : C L= R* be defined in a com
pletely analagous fashion to the 2 of (6.1a) where CL is defined
in section 8. Let X € L; and x be a singular point of X ora
closed orbit of period £ L. of X. Let Wrt (x), T = u,s be the unsta-

oY
ble manifold, stable manifold respectively of x and L° (x) =

= (0L (™ x) N VVZ (x) ) similar to the proof of 6. 1. Next let
&N
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J
CLI‘ bg the subspace of X  of C 1, With the following property:
If x, y are singular points or periodic orbits of X of period< L,
then at each point of ‘Pr w x))N Cf_r (L® (v)), W"(x) and
w® (y) have normal intersection. Here (/)t is generated by X and

r > 0. Then 9.3 is implied by the following.

9.4 Theorem

C

As in sectior 6, for the proof of 9.4, it is sufficient to approxi-

Lr is open and dense in 90 .

mate a given X € CL by a vector field in CgLr.

Also just as,in section 6, one defines maps éi and submanifolds
Y; of M. The only difference in the proof from that of 6.1 is in the de
tails of the construction of the approximation 'itself. One uses here exac-
tly the approximation in [1 3:] page 202. We will not repeat it here, but
only remark that one can do it a little simpler than in [1 3] by changing X
on a finite sequence of Euclidean cells one at a time.’

This completes the proof of 9, 3.

We conclude by remarking that if one takes for M, the 2-phere,
then 02 o 1is open as well as dense in /3 that each X & O o has
only a finite number of closed orbits, and by a theorem first stated essen-
tially by Andronov and Pontrjagin, X is structurally stable. In this case,
iie., M= Sz, density of Olo in ﬁ was first proved by M. Pei-
xoto [8] .
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